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MAQUETACION1
Llamada
Índice interactivo. Situar el cursor sobre el tema al que se desee ir y hacer clic.


Tema1 LOS NUMEROS REALES

Dados los nimeros A = %; B=2+V5 ;C=xn- \/5 se pide dar de
cada uno un redondeo de orden:

a) entero; b) a décimas; c) a centésimas; d) a milésimas.

a) A~2:. B~4; C~1;

c) A~159; B~4,24; C~1,41;

b) A~16; B~42, C~14

d) A~1,588; B~ 4,236; C~ 1,410

Da el error absoluto y el relativo que se comete al hacer los redon-
deos anteriores.

E=0,4 E=0,24 E=0,4
a) A B C

e=26% e=5,6% e=29%

E=0,012 E=0,04 E =0,009
b) A B C

e=0,7% e=0,9% e=0,7%

E=0,0017 E=0,004 E =0,0005
c) A B C

e=0,1% e=0,09% e =0,0003%

E =0,00024 E =0,00007 E =0,0005
d) A B C
e=0,01% e=0,002% e =0,0003%

Se ha medido una longitud de 500 m con un «metro» cuya longitud
exacta es de 98 cm. Determina el error absoluto y el error relativo
cometido.

E =10,204 m; e~ 0,0204
Sabiendo que x/i = 1,414 213 562... Indica cual es la cota de error

cometido al redondear \/E como:
a) 1 b) 1,41 c) 1,414 21.
a)e=04; b) £ = 0,004; c) € = 0,000004

Usa la descomposicion factorial de los radicandos y calcula:

a) 32744 b) 40,0016 c) V493 d) ¥-512

a) 14 b) % c) 343 d) -8

4 Los numeros reales Tema 1



Calcula:

v2x-38x3

a) 28927 b) 423 .12.332.22 gy Y2LVEX
J27a \/16x3
a) 1893 b) 12 %288 c) Y8a® b d) 19/ﬁ

Calcula: a) \/2 + \/2 +V2+V2+44  b)\27\24V36
0 \2\2y2V24 d) 4256

a) 2, b)i1g; c¢) 2; d)2

Extrae los factores posibles de los radicales

a) Y256 b) ¥3x*y® c) y8x3y'? d) ¥36a%a°
a)2%s b) xy? ¥3x c) 2xy® J2x d) a® $36a

Escribe de la forma '\'/; los radicales

a) 3x3y*./2y? b)-3ab¥4a c)(a—b}a+b d)— 2;
a) \18x6y10 . ) ¥-108a%b3 . ¢) \(a-b)(a+b):

Racionaliza los denominadores:
22

a)i b)i c)i d) d e)
Je 212 54 J7 -2 5+43
a)@ b)@ 0¥ dV7+2 ) 5-3

2

Opera las siguientes expresiones y da el resultado sin exponentes
fraccionarios:

4 -
61/2 _o1/2’

2.3
asc
,/ Rk d) 343240

a) 3 -25/2; b)

a) 12\/5; b)\/g+\/§;

Tema 1 Los numeros reales 5



¢Verdadero o falso?
a) [2,3[ < ]2, 3[ b) 12, 3[ < [2, 3[;

©)[1,3] & ]-, 3] d) [-3,2] < [-4,4]
a)F; b) V, c)V; d)V

Determina el conjunto A = {[1, 4[ U 15, 81} N {[-1, 2] U 13, 6[ U 17, 91}
A=[1,2101]3,4[U]5 6[U]7, 8]

Determina el conjunto B ={]-1,2[ n [0, 3[n]-5, 1[} U 11, 3].
B=1[0, 1[u]1, 3]

Da el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a)4,6; b)mw+3; c)5-v26 ; d)52 e)-32 f)2800°
a) 46: b)m+3 c) V26-5; d)52 e)32 f) 2800° = 1

Calcula: II-2] - |-4l - I-3 x 5ll = 12 x (-5)I
7

Halla x en las ecuaciones siguientes:
a)lxl=7; b) Ix- 2] = 3; c)l2-3xl=1

a) ;=7 xo==7; b)x;=-1; x,=5; C)xy=7, Xp=1

Resuelve las siguientes inecuaciones y expresa la solucion grafica-
mente sobre la recta y como un intervalo:

a)2x—1<o b)-X — 103 >0
3 100
c) 5x-9 >7x+5 d)x\/§—6$3—4x
3 2
a)xe}—oo,l} e :
6 01 1
6
b) x e l,oo } i
10 01 1
10
C) x € ]-eo, =3[ f
-3 0
9 | | i
d) xe :|—<>o !
'\/§+4} 0 1 9 2
V3+4

Los numeros reales Tema 1



Mismo ejercicio:

6-5x 9-8x 11-10x X—-2 x-1 x-6
a) - - < 0; c) - >
3 4 12 3 5 3
1+2x b'¢
b)3x+2-(5x+1)=-(2x+3) + X-6; d)2X——>2+E
a) x<1; x€l-oo, 1] b) x=10; x€[10, +o[
. F F .
x 1 10 X
23 23
C) X< = x€l-eo, [ d) X>E;X€] E'+oo[
3 3 5 5
t [ ] t
X § E X
3 5
Di qué nimeros pertenecen a Qy cuales a l.
a) V10 b) V4 c) 0,04  d)4,323232...
~ 2
e) 2,010010001... f) 7,324 93 h) n2
a)l; b) Q; c) QG d) G; e)l; f Q; 9) Q; h)l
i 5
¢Es cierto que m = n? Razona la respuesta.
No porque © es un nimero irracional.
En la figura siguiente esOB=7cmy CD =5 cm.
C Da el valor exacto y un redondeo a milési-

/“'\ mas de la medida del segmento AB.
A D

B AB=6+5 = 13416

o

Da la medida exacta y un redondeo a centésimas de los segmentos
AB, BC y BD del tangram siguiente:
D

AB = 242 cm = 2,83 cm
BC =4cm =4,00cm

8 cm

c “ ‘

k— 8cm *47

BD = 6\/5 cm = 8,49 cm

Tema 1 Los numeros reales



¢Cual es el error absoluto y relativo que se comete al redondear
a) 16,7528 a milésimas?

b) m a centésimas?

c) V2 a enteros?

d) 1,2345678... a diezmilésimas?

a) E=0,0002 e=0,001%
b) E=0,0016 e=0,05%
c) E=0,41 e=29%

d) E =0,00003 e =0,003%

Expresa de la forma a = a' + € una medida de la que se sabe que su
valor esta entre:

a) 24,96y 25,12; b) 10,52y 10,84; <¢) -6,4y-6,28; d) 5y6
Indica en cada caso cual es la cota del error absoluto cometido.

a) 25,04 + 0,08 Cota de error absoluto 0,08.

b) 10,68 = 0,16 Cota de error absoluto 0,16.

c) —6,34 + 0,06 Cota de error absoluto 0,06.

d) 55+0,5 Cota de error absoluto 0,5.

En un reconocimiento médico se establece la estatura de un indivi-
duo en 183 cm cuando su estatura real es 181 cm. La longitud de una
pista de atletismo es de 100,5 m cuando deberia ser de 100 m. ¢Cual

de las dos medidas comete menor error absoluto? ¢Cual tiene
menor error relativo?

La estatura del individuo comete menor error absoluto.
La longitud de la pista comete menor error relativo.

Indica qué porcentaje de error relativo se comete cuando se hace un

redondeo a décimas del nimero 15,86352.
100 e ~ 0,23 %

Ordena en forma creciente los radicales: %/5; \/5; %; ‘\‘/5; §/Z

%<%<%<§/Z<\/§

Escribe de la forma a%b con b lo menor posible:

a) \/1200; b) ¥/2000; o) 3% .24.57 . x1;
d) \x2 - y?; e) ¥x3 — x8; f) ¥32xy

Los numeros reales Tema 1



a) 2043 ; b) 1092 ; ) 15x2 324 .52 .
3/
d) V¥*-y% e) xV1-x°, f) 242xy

Justifica que:

a) \(@>-b*)(a+b)=(a+b)}Na-b (cona> b)

b)\J(a+b)>—4ab=a—b (cona>b)

Ao

1
2’ f J2
a) V(a2 -b2)(a+b) =+(a+b)*(a—b) = (a+b}a-b

b) \(a+b)> —4ab =/a® +b> —2ab = \(a-b)> =a—b

1 f1\/—\/_
)J—+1 B2 3-2 =V2-143-42=V3-1

Calcula: a)\/g+\/§+‘\‘/z+§/§_§;‘/a
b)4324-§68+1\/§—ﬂ§
c) §/576 - 1\/7+3‘\‘/7 1?/—
d)5§/§—319/§—8%+24\/;

a) ——f b)o: ¢ 0 d)o

Calcula y da el resultado utilizando una sola raiz como maximo.
a) V5 -¥15 - 475

b) v2 - ¥ - ¥32

o) Y2x - Yax® - Yeax?

d) V30 - Y75a* - J180a

e) V3ab - 8a%b - $242%b°

) J2xy -3z - {18232

a) 5'3375% = 521366875

Tema 1 Los numeros reales 9




b) 2827 =2 Y128

c) 2929 x5 =2'3512 x5

d) 30 a Y25 37 54 a8 =30 a 'Y43740000 a8
e) 4a%h*'3""2%"0 = 4 %% 177147 2°'°

) 3yz ‘\‘/23 X’z = 3yz ‘\1/8x2z

Mismo ejercicio:

RTINS RN R TR CEUNC T
f Ny Y50’ 312 J_ @
a)2; b)2; ¢ 3so; d)—%, e) ad2: 1‘2 8a5h

Calcula y simplifica:
a) (10— ¥25)(v10 + 325)
) (5 - V3)(5 +%9)

e) (\/5 + %)2

a) 10-59%5
c) 22

e)g

b) ¥(2a-3)? - ,/
2a-3
d) (53 —

3V5)(5./5 — 34/3)
n @z - ¥o)da? + ¥ab + Ib?)

b) $¥2a-3
d) 3415 - 120
fa-b

Justifica que: (

NG

Ja-\2 2-V3
L }/3 2[——

(Bt a3~ 3o 1) fovae -

3+ 2.2 _\/3—2&_3+2ﬁ B

2 2 2 2

o-V2o = |[2-+2
T o2 3+2f=\/[ 2 ]
Simplifica:

J5-2
A= \/§+2
C =(2/3 - 3./5)?

10

B = 17 — 2430 -\17 + 230
=[(2 -2 + 1)]2

Los numeros reales Tema 1



A=v5 -2 B=13
C=57-12+/15 D=1

Introduce en el radical todos los factores posibles:

a) 42 b) 3av2b

c) 2xy {3y? d) (a+bWa-b
e) (a—b)a 1) 3a?b%2ab®
a) V32 by V18a%b

©) J24x°° o Vla+bPla=b) = (a+ b)(a® - b?)

e) Vala — b)? f) Y162a%7

Calcula: 31,08 — 32,56 + 31,715 — 30,625
0

Escribe las siguientes expresiones bajo un solo radical y simplifica
el resultado:

a) V%8 V22 o238 o) gg

3 5

e) |4 38 4256 f) sy o) (va¥b) h) (3 Xzy)
a) V2 b) 48 ) V6 d) Y81
e) 42 ) ads a) avab h) x3y 3xy?
Racionaliza:
1 25 15 6 8
a)— b) — c) — d) — e \ﬁ
)\/E )\/E )\/5 )\/E ) 5
2+x i 2a . 8xy
ex V% Ve Yaxy*
a)% b)# c) 53 d) 342 e)Q\éﬁ
f 4-x? a) 90 h) 2 Y2722 i) 4 8x2y

N
|
>
w

Tema 1 Los numeros reales 11



Escribe sin radicales las siguientes expresiones:

3
a)%; b) ¥9; ¢ 4,/2+%; d) V8 ; e)%; f) Ys+8

1
1

Nl 2 N 3 2 1 ( ,js
a)32; b)33; o (5)2; d) 24; e)33x6; f)\8+82

Escribe las siguientes expresiones sin exponentes fraccionarios ni
negativos:

1 2 1

a) 5x2; b) (4x2)3; 04 2;
1 1
d)5-3 2 e) 15 ; H(1-x) 2
22 _1
a) 5 \/; b) 2x % c) %
d)ﬂ e)5(\/§+1) f) 1-x
3 1—x

¢Verdadero o falso?

: V5

1
a) 4x2 =2Jx : b)¥27a2=3a*%. )4 2=0,5: d - 5

E

o

a) Falso; b) Verdadero; c) Verdadero; d) Verdadero.

Indica qué niameros representan los puntos P, Q, Ry S representa-
dos a continuacion.

[SARN)

Los numeros reales Tema 1



Del 45 al 53. Determina los nimeros reales que verifican la ecuacién o

inecuacion propuesta.

3
il a)ixi=5 b) Ixl = c)lx-21=5
3. 3
a)-b5yb b)—Ey 5 c)-3y7
¥ a) Ix-11=0 b) Ix+5/=3
a) x=1 b) x=-2, x=-8
[ a)ix-11=0 b) Ix + 51 = 3
a) No existe ninguno b)1y2
5
PN a)ixl =5 b) Ixl =1 o) lxl<y
5 5
a)-b=<x<b b)x=1, x<-1 C) ——<x<-—
4 4
FEN a)Ix-41<4 b) I2x-11<3
a) xe [0, 8] b) xe 1-1, 2[
1
FIN a)y13-2x1=3 b) |x -5 =2
3
a)0=<x=<3 b) x=—, XS_E
Bl a)lx-21<1 b)I-x+1I>%
a) xe -8, -1 b) xe J-oo, [ U]S, toof
1 12 21
FN Ix+31=1x-11
x=-1
X2 x4l
x=0y x=-4

Calcula las intersecciones siguientes:
A=1-2,5[n[-1,7] B = ]-%, 6] N [-3, 10]
A=[-1,5] B=1[-3, 6]

Tema 1 Los numeros reales 13



Calcula las uniones siguientes:
C=1]-6,8]U[-3,10[; D =]-o, 3[ U [0, 12]
C =1]-6, 10[ D =], 12]

Expresa como un intervalo el conjunto de valores de x que verifican:

XxX>5 x=>3 x <1 -2<x<10
o o f ek e

<8 xX<4 X=>-4 -8<x<5

a) xe 15, 8[ b) x e [3, 4] c)xe [-4,1] d) xe ]-2, 5]

Expresa como intervalos:

a) [-1, 3] - {0} b) [2, 5[ - {2}
c)R-1{-2, 3} d) R -[-5,0[

a) [-1,0[ v ]o, 3] b) 12, 5[;

C) J-oo, —2[ U 1-2, 3[ U 13, +oo[ d) J-eo, =5[ U [0, +oo[

Del 58 al 62. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucion
sobre la recta real.

4x-2(x-3) > 7 + 3x

x<-=1 &6 xe& J-oo, -1] 1

X+1 _ X+3 S 2x-3
2 5 2

14 Los numeros reales Tema 1



Tema 2 ECUACIONES Y SISTEMAS
DE ECUACIONES

Busca la solucion general y tres soluciones particulares de las
ecuaciones:

a)3x+7y-15=0; b) 7x + 3y = 0; c)x—%y=2 ; d) §+%=1

., 15-3x ) | 15 — 3x
a) Solucién general: (X, j 6 y= ——

7 7
15 12 9
i i S RUE B Sl e
Soluciones particulares ( 7) ( 17) ( 7)
., 7x ) . 7x
b) Solucion general: (X,—?j 6y=-7%

7
Soluciones particulares: (0, 0); (1. —5); (8,-7)

c) Solucién general: (x, 3x-6) 6 y=3x-6
Soluciones particulares: (0, —6); (1, =3); (2, 0)

e—zxj . 6-2x

i0 X, =
d) Solucién general ( 3 6y 3

4
Soluciones particulares: (0, 2); (1. 5), (3,0)

Descubre la afirmacién falsa:

a) La recta de ecuacion -x + 2y + 3 = 0 pasa por el punto A(3, 0).
b) Una solucion de la ecuacion 4x-y+ 1 =0 es el par (0, 1).

c) El par (-3, 1) es solucion de la ecuacion 2x+ y+1=0.

2 3
d) El punto (5, E) pertenece a la recta de ecuacion 3x-5y+1=0.

La c.

Resuelve por el método de sustitucion:

a)2x+y=13 b 4x -3y =29 c)—2x+ y=-4
X-y=2 5x+3y =16 3x+5y=-7
a)x=5b, y=38 b) x=5, y=-3 c)x=1, y=-2

Resuelve por el método de reduccién:

a 9x —4y =1 b 10x+ 3y =8 ) 77X +8y =-77
3x+6y=4 15x +12y =22 —2x — 9y =22
1 1 2 4
a)x=—; y=— b)yx==; y=— c)x=-11; y=0
) 3 V75 ) 5 V73 ) y

Tema 2 Ecuaciones y sistemas de ecuaciones 15
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Resuelve por el método de igualacion:

10x +11y =-15 b)—3x+2y=4 c 0,8x — 0,9y =2
9x +10y =30 4x -5y =1 6x+ 3y=25
22 19 55 50
a) x=-480, y=435 b)x=-—", y=—— ¢€)x= —, y= ——
) Y ) 7 Y 7 ) 22 Y 39
Resuelve graficamente las inecuaciones siguientes:
a)x-2y+4>0 b) 3x+ 5y=0
c)x=2 d)y>-3
a) YA
3A/
/ |
o X
b) YA
0 s X
I S —
c) YA
o[ l: X
d) YA
of X
-3
Ecuaciones y sistemas de ecuaciones  Tema 2



Resuelve graficamente los sistemas:

4x - 7y >-13
b)3x — 2y <12
2x +11y <-21

x>0
c) y=0
X+y=>4

Resolver las ecuaciones:

a)x2-7x+12=0 b) 4x2 + 7x-2=0
Cc)9x2-9x+2=0 d)-x2+3x-1=0
a)xy=4; x,=3 b) x; = -2; x2=%

2 1 3++5 3-/5
C) Xy == Xo=— d) x; = i Xo =
) X4 3 2 ) X4 5 2 5

Tema 2 Ecuaciones y sistemas de ecuaciones
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Sin resolver, indica cuantas soluciones tiene cada una de las ecua-
ciones siguientes:

a)x2+7x-12=0 b) 8x2-2x=0
c)x2-10x-4=0 d)x2+5x+8=0
a) 2 b) 2

c)2 d)o

Resolver las ecuaciones:

a)t2+2t+3=0 b) a2-3a=0

c) 3(a2-5) = 0; d) 8y2 + 20y =0
a) no tiene soluciones reales b)a;=0; a,=38
c)a1=\/§; a2=—\/§ d) y=0; yz—g

Halla el valor de m para que la ecuacién 25x2 - 19x + m - 3 = 0 ten-
ga una raiz doble.

661
100

Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas raices sean:

a)ily3 b)-11y3

1 2 1443  1-43
9% Y 5 d —H5 Vv
a)x2-14x+33=0 b) x2 +8x-33=0
€) 50x2 + 15x-2=0 d)4x2-4x-2=0

En la ecuacién ax? + bx + 5 = 0, determina ay b para que sus raices
sean 2y 5.

La suma de la raices de la ecuacién x2-(a + 2)x+ b=0vale -5y su
diferencia 7. Calcula a, by las raices de la ecuacion.

a=-7,b=-6 ylasraices x; =1; x, =—-6

Resuelve las ecuaciones:

a) 4x*+7x2-2=0; b) x*+5x2+4=0;
c) x*-11x2+18 =0; d) 4x%-39x2 +27=0.
a) xy = —%, Xy = %y las otras dos no son reales.

b) No tiene soluciones reales.

c) x; =-3, x, =3, x3=—\/§, x4=\/§

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones  Tema 2



d) x;==38, Xg=3, x3=——, x4 =

Mismo ejercicio:
a) x2-25)(x2+1)=0 b) x2(4x2-9)+8=0

c) x*-1=0 d) 9x4-31x2+12=0
a)xy =5; x,=-5 b) no tiene soluciones reales

2 2
C) x;=1; xog=-1 d)x1=\/§; X2=—\/§;X3=§; x4=—§

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)V2x+6+1=x+4 b) \/2x+3—3=3x—§
c)V3—-x=x-1 d) V8+x +3=+1-6x

a)xy =-38, x,=-1 b) x=

N =

c)x=2 d) x=-8

Resuelve los siguientes sistemas:

X+2y+2z=19 2x +3y -9z =17
a)2x+ y+2z=20 b) 4x -3y —-2z=10
2x+2y+ z=21 6x -4y -5z=13
a)x=5; y=4; z=3 b) x=10; y=8;2z=3

Resuelve e interpreta geométricamente la solucion de los sistemas:

X+2y= 3 3x—-2y= 1
a) x-4y=-3 b) x+ y= 2
5x-2y= 3 6x -4y =-2
a)x=1,y=1 b) No tiene solucién (incompatible).

Resuelve los sistemas:

2, .2 _ 2 _
ay XtV =9 b) 4x°—xy=2(x+y)
2x+y =3 y—x=1
12 9
a)x =0, y; =8 x2=€, y2=—g

1
b) x; =2, y, =3; x2=—§, Yo =
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La edad de un hijo es la quinta parte de la edad de su padre, y den-
tro de 7 aios el padre tendra el triple de la edad de su hijo. Calcula

las edades de cada uno.

La edad del hijo es 7 anos y la edad del padre 35 afos.

Un hijo tiene 30 afios menos que su padre y éste tiene 4 veces la de su

hijo. ¢Qué edad tiene cada uno?
Padre 40 anos; hijo 10 afos.

Del 23 al 26. Resuelve los siguientes sistemas:

7 X y
a) 6x+3y =— b) —-==13
) V=3 )5 2
3
a)x=l,y=1 b) x=-1,y=-3
3 2

a) x+1+y+1_ b) 11—2x_2y—5=

0
3 2 2 7 5
X+2y=4 x+2_y—2=0
4 3
a)x=2; y=1 b) x=2; y=5
a)4x+3y =17
x,y_1
3 4 5

b) x-5) (¥y-5=x-7)(y-4)
x=-11)(¥-2)=(x-10) (y-4)

a) Sistema incompatible (no tiene solucion).

b) x=13, y=8
a) x—1+¥=1 b) 2x -4y =5
2 3 6y —-3x=2
2
23 3
a) x= 7; y= ~7 b) Incompatible

Del 27 al 30. Estudia la posicion relativa de las rectas ry s.

r2x-3y+7=0 s:2x-y+§=0

Secantes.

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones
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r8x+3y=7 S: 24x = 3(7 - 3y)
Coincidentes

X y_

r 1 s: Ly 4 -1=0
2 3 2 3

Secantes.

r2x+y-1=0 $:3-4x-2y=0

Paralelas

Pedro y Pepa son hermanos. Pedro tiene el mismo nimero de her-
manas que de hermanos, pero Pepa tiene doble nimero de herma-
nos que de hermanas. ¢Cuantos hermanos y hermanas son?

4 hermanos y 3 hermanas.

Un observador ha cronometrado el paso de un tren por un tinel y
sabe que desde que la maquina entra en el tinel hasta que sale el
altimo vagon transcurren 49 segundos, mientras que desde que
entra el ultimo vagén hasta que aparece la maquina por el otro
extremo transcurren 37 segundos. Halla la longitud del tinel y del
tren sabiendo que la velocidad del tren es de 72 km/h.

860 my 120 m

Halla dos nimeros sabiendo que suman 108 y que si se dividen el
cociente es 2 y el resto 12.

76y 32.

El area de un rectangulo crece 5 661 m2 cuando se doblan simulta-
neamente sus dos dimensiones y crece 2 664 m? cuandos se dismi-
nuye la longitud en 10 m y se triplica su anchura. Determinar las
dimensiones del rectangulo y su area.

Ancho 37 m; largo 51 m; area = 1887 m2

En un viejo libro de Matematicas de 1930 se lee: «Dos obreros traba-
jan juntos, uno gana al dia los 3/4 de lo que gana el otro. El prime-
ro ha trabajado 16 dias y el segundo 20 dias, y han ganado entre los
dos 1408 pta.» ¢Cual era en 1930 el salario diario de cada obrero?

45,4 ptas. y 34,1 ptas.

La bodega de un petrolero contiene 20 000 Tm de petréleo. Una
bomba A la puede vaciar en 40 h; otra B la puede vaciar en 60 h. ¢En
cuanto tiempo vaciaran la bodega las dos bombas trabajando
simultaneamente?

24 horas

Un ciclista recorre el trayecto AB en el que hay partes llanas, subi-
das y bajadas. Las velocidades respectivas son: 12 km/h en las par-
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tes llanas, 8 km/h en las subidas, 15 km/h en las bajadas. De A a B
el ciclista tarda 5 h y de B a A 4 h 39 minutos. Sabiendo que las par-
tes llanas tienen una longitud total de 28 km, se pide la longitud
total de las subidas (sentido A a B) asi como de las bajadas.

16 km de subida y 10 km de bajada.

Halla un nimero de dos cifras sabiendo que su valor es igual al cua-
druplo de las sumas de sus cifras, y que si se invierte el orden de las
cifras aumenta en 36 unidades.

48

La suma de las dos cifras de un nimero es 11. Si se invierte el orden
de las cifras se obtiene un nimero que se diferencia del anterior en
45. ;Cual es el nimero?

83 o0 38.

Resuelve los sistemas:

2

a) x+y+z=24 b) x+y—z=§
2x =y +6z 1
5x+5y =11z -3y X-y+z=73

59 8 1 1
a)x=—; = —— z=17 b X=— ==, Z=—=
) 13 3 ) y 6

. _ X+y-z=26 X-2y=5
Mismo ejercicio: a) 3_x_2_y_4_z b) 2x +3y =-4

x=32,y=386,z=42

Del 42 al 46. Resuelve graficamente las inecuaciones o sistemas propuestos.

22

x+2S3—y

a)x-3y-15>0 b
) y ) 3 2

b)

<Y
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a) £+—<1
2

a)

b) ys%x—4

b)

a)2x-y+2>0

}

X—-2y+2<0
a) YA
/
/7
/7
/
2T
Vi - |
’/;"’ i
/A/ 1 3
’,” /rO 2, X
’/ {
- {
£
£
’
’
x>0
ayy>0
2x+3y <6

X+ y>3
b) oY )
N -
~ e
N ’/
N -
33 i
2,"‘\ 3
- -
-7 M
- '
ul \\A A .
< 0 2 3% X
Y
Y
AN
AY
Y
X—-2y+32=0
b) x+2y-3<0
3x+y—-3<0
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il a) x+2y-7>0 b) x>1

2x -3y >0 y>-2
2x—-y—-4<0 x<5
y<4

a) no tiene solucion

Del 47 al 54. Resuelve las ecuaciones siguientes:

58 a) x2 + 3x-28=0; b) 2x2-5x-3=0
1

a)xy=-7,x=4 b)x1=—§,x2=3

il a)x2-2x-1=0 b)x2-3x+§=

a) x,=1++2 ; x,=1-+2 b) x, = 25 xp= A

X =1+ P Xg=1- )x1—§, XQ—E

IR a)ax2-12x+9=0; b) x2-4x+6=0
a) x= § (raiz doble); b) No tiene solucion real.

4 2x -1 3—-x 2 4

Bl -= ) 5 =35

a)x1=—1+\/ﬁ;X2=—1—\/ﬁ b) x; =5; x,=2
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3x-4 3x+11 12

11
a = ; b) 2x —-——=5+—(x+2
)5x—16 6x —11 ) 1-x 9( )
32 - 2./91 32 + 2,91 25
a)x1=T,XQ=T b)x1=7,x2=7
a) 1 _Lzz b)l+l= 1 _l
x—-2 x-1 3 X 3 x+5 2
5
a) x1=—1;x2=§ b) x, =-2; x,=-3
2_
a) 12 + 8 =6; b)){—){Jr1=2x+3
9-x 5-x X+2
a)x1=3,x2=% b) x; =-4- 11,x2=—4+\/ﬁ

Formar ecuaciones de segundo grado de raices:

a)1/2y-1/3 e)0y-3

b)3y-4 f) 1/2 (solucion doble)
) V2-1yv2 +1 g)4y1/4

d) 2/5y 3/5 h)y-2y-3
a)6x2-x-1=0 b)x2+x-12=0

c) x2-2V2 x+1=0 d) 25x2 - 25x+ 6 =0
e) x2+3x=0 f) 4x2—4x+1=0

g) 4x2-17x+4=0 h)x2+5x+6=0

Del 55 al 60 Resuelve las ecuaciones:

a) x*-10x2 + 9 = 0; b) x* - 13x2 + 36 = 0;
c)x*-16x2-225=0 d)x*-81=0
a)x;==3, X =38, x3=-1,x, =1

b) x; =-8,%=3,x=-2,x=2
€) x; = =5, X, = b, las otras dos no son reales

d) x; = =8, xy = 3, las otras dos no son reales

a)4x*-x2=0 b) 3x* +2x2=0

c)16x*+16x2+3=0 d) x® + 19x3 - 216 = 0 (hacer x3 = t)
1 1

a) xy =Xy = 0; x3=§; x4=—§ b) x; =x =0

c) no tiene soluciones reales d)x; =2; x=-3
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a) \/10+X—\/10—X=2;

a)x=6

a) V3-x=4-3x+7

a)x; =3; x,=-1

a) 2x+1+Vx2-x-3=0

a) No tiene soluciones reales.

a) Vx+1+4=2x

a)x=3

b) Vax +7 —J8x -7 =1

17 - 2423
4

b) x=

b) 5—1+2x =Jx

b) x=4

b) 3v9+x =2x +16

b) x=-5

b) \/2x+14—\/x—7=\/x+5

b) x= 11

Dada la ecuacion 12x2 - 17x + 6 = 0, formar otra ecuacién cuyas rai-

ces sean:

a) opuestas a las de la ecuacion dada
b) inversas a las de la ecuacion dada

c) cuadrado de las mismas
a)12x2+17x+6=0

b) 6x2-17x+12=0

C) 144x2 - 145x+ 36 = 0

Las raices de la ecuacion x2 + mx+ n=0son 1y -6. Halla my n.

m=5;, n=-6

En la ecuacién 8x2 - (m-1)x+ m-7 = 0, determina el valor de m para

que sus raices sean:
a) iguales

b) opuestas

a) my=9,my,=25

b) m=1

Halla m para que la ecuacién 3x2 -

iguales.

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

8x - 3m = 0 tenga dos raices
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Determina k en la ecuacién x2 + kx + 24 = 0 teniendo en cuenta que
la diferencia de sus raices es 5.

ky = =11, ky =11

Determina el valor de m en la ecuacién 9x2-18(m-1)x-8m+24=0
para que una raiz sea doble que la otra.

m=2, m=-1

En la ecuacién 12x2 + bx + 15 = 0, determina b para que la diferen-
cia de sus raices sea %
by =-29, by = 29

Halla dos nimeros consecutivos cuyo producto sea 182.
183y 14 6 -14y-13

Un rectangulo tiene 34 cm de perimetro y sus diagonales miden 13 cm.
Calcula las longitudes de sus lados.

5cmy12cm

La mitad de un nimero mas su raiz cuadrada es igual a 24. ;Cual es
el nimero?

36
71y 72. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes:

a)x+y=4 } b)x—y=2}

x2+y2=10 Xy =35

a)x;=1,y=8 =38, y,=1 b) x; =-5,y;,==7, x,=7,y,=5

a) xX—-2y=5 } b) 2x—5y=3}

x2+y2=85 x2+xy=20

a)x;==7, y;==6 ; X,=9, yp=2

25 71
b)x;=4, yy=1 ; X=-—, ygz—g
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Tema 3 PROGRESIONES.
MATEMATICA FINANCIERA

"0 Justifica que la sucesién de nimeros impares 1, 3, 5, 7, ... €s una
sucesion aritmética y halla la expresion de su término general.

La diferencia entre dos consecutivos es constante e igual a 2.

a,=2n-1

n Los datos de los ejercicios siguientes corresponden a progresiones
aritméticas.

a)a, =14y d=§. Halla a,, b)a, =1y a,,=-18. Halla d

c)a;=-4,a,=26yd=3. Hallan d) ay; =48, a,5=-2. Hallad

a)a20=12ﬂ; b)d=_;; ¢)n=11; d)d=_%5

Calcula la suma de los 20 primeros términos de la progresion:
3,7,11, 15,19, ...
820

¥ Hallalasuma S=-5-3-1+1+... +69.
S=1184

Los datos siguientes corresponden a progresiones geométricas.
Calcula lo indicado en cada caso:

a)a, = %, r=4. Halla ag; b) ag =108, r= 1.Halla a;

3
c) a, \/5 s r= x/E - Halla a,.

a) ag = 16; b) a, = 8748; c) a; = 82

ﬂ Halla la suma de los 10 primeros términos de la progresion geomé-

trica: E i i
81’2779’
g 58025
2595
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Calcular la suma de los infinitos términos de la progresién geomé-

i -4 8
trica: 2, 7290

14

9

Calcula el interés simple producido por 750000 euros al 12,4%
durante 4 afos.

/=372000 €

¢Cuanto tiempo tardara en duplicarse un capital al 7,5% de interés
simple?
13,3 anos = 14 anos

¢A qué rédito hay que prestar 100000 euros a interés compuesto
para recibir 160000 en 4 afos?

r=12,47 %

Se colocaron 300000 euros a interés compuesto durante 2 afos,
resultando un montante de 349920 euros. ¢A qué rédito se coloca-
ron?

8%

¢Qué anualidad deberemos pagar para formar 1000 euros en 10
afnos al 8%?

a=64%€
Al nacer su primer hijo, un hombre le abre una cartilla de ahorros al

7% en la que ingresa 300 euros al afio. ¢De cuanto dispone al cum-
plir los dieciocho afnos?

10913,7 euros

Mediante 10 anualidades de 800 euros se ha extinguido una deuda
al 11%. ¢Cual era la deuda?
D= 47114 €

Hallar un término general de la sucesién: 0, 2, 4, 6, ... y la suma de
los n primeros términos.

a,=2n-2 ; S ,=n(n-1)
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a) Escribir todos los nimeros naturales menores que 60 que dividi-
dos por 8 den de resto 2.

b) Comprobar que forman una sucesién aritmética.
c) Hallar la expresion del término general y su suma.
a) 10, 18, 26, 34, 42, 50, 58

b)a,-a,,=8

Cc)a,=8n+2; §=238

Si a, = 15; a, = 14,3, hallar la diferencia de esta sucesion, el primer

término que sea entero y negativo y la suma de todos los términos
positivos.

d=-07 ; ay=-04 ; S, =1683

Conocida una sucesion aritmética por sus términos a; =17y a,, =
35, se pide:

a) Calcular si el naimero 72 pertenece a la sucesion.

b) Si pertenece a la sucesion, calcular el lugar que ocupa.

c) Si no pertenece a la sucesion calcular entre qué dos términos se
encuentra su valor.

a)No; c¢©)71y74.
Del 19 al 27. Los datos siguientes estan referidos a sucesiones aritméticas.

a;,=17;d=11/2; n=79. Hallar a,y S,

36577
agg =446, S,q =

=18288,5
a, =-6; d=3/4; S, = 146,25. Hallar ny a,,
n=407; a,y, = 298,5

a,=24;d=>5/7; n=22. Hallar a, y S,,
a;=9; S, =363

a, =3,6; n=41; S, = 2.427°2. Hallar dy a,,
d=278; a;; =114,8

a, =-3/4,d=-7/8; a,=-21,75. Hallar ny S,

2250
n=25, Sy =-=_—=-28125
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n =24; d =1,25; S = 405. Hallar a, y a,,.
a; =2,5; apy =31,25

a, = 45; d = 2; S = 520. Hallar a, y n.
a;=7, n=20

a; =5; a,=23; S$=392. Hallar ny d.

n=28; d=

[SARS)

Halla la suma de todos los miiltiplos de 3 comprendidos entre 701
y 1 541.

S =313740

Halla tres nimeros naturales en sucesion aritmética sabiendo que
su suma es 12 y su producto 28.

1,4,707,4,1

La suma de un cierto nimero de términos de una sucesioén aritméti-
ca es 117 y su término central es 13. Calcula el nimero de términos
que se han sumado.

9

¢Cuantos términos hay que sumar de la sucesion aritmética 3, 7, 11, ...,
para que su suma sea 210?

10

En una sucesion aritmética, la suma de los términos segundo y ter-
cero es 32,y la suma de los términos quinto y séptimo es 46. Calcula
el décimo término.

a;q =31

Descomponer la unidad en tres partes, que formen sucesion aritmé-
tica y tales que la suma de sus cuadrados valga 7/18.

N| =

w| =

1
67

La suma de los seis términos de una sucesion aritmética es 36, y el
producto de los términos extremos, 11. Halla a;, a; y d.

a;=1, ag=11;, d=2 6 a;=11; ag=1, d=-2

La suma de tres términos consecutivos de una sucesion aritmética
es 12 y la suma de sus cuadrados es 66. Calcula dichos niimeros.

1,4,7
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32

Hallar los lados de un triangulo rectangulo sabiendo que estan en
sucesion aritmética de diferencia 7 m.

21, 28, 35

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 30 dm., halla el
perimetro y el area si los lados estan en sucesioén aritmética.

P=72dm; A=216 dm?2

Entre dos postes que distan 225 m. hay que reponer los 4 que ha
tirado la tormenta. ¢A qué distancia entre ellos habran de ponerse?

A 45 m.

La suma de 3 nimeros en sucesion aritmética es 3 y la de sus
cubos, 99. Hallar esos 3 nimeros.

-3,1,5

Hallar la suma de los miltiplos de 7 comprendidos entre 100y 1 000.
S = 70336

En un cine, la quinta fila dista de la pantalla 12 m. y la décimosegun-
da 18 m. ;A qué distancia de la pantalla se encuentra la primera fila?
Y la vigésimoquinta?

La primera es 60 8,6 m y la vigesimoquinta a 204 29,1 m.
7 7

Un jardinero desea plantar 861 arboles formando con ellos un trian-
gulo de modo que la primera fila tenga un solo arbol, la segunda
dos arboles, la tercera tres arboles, etc. ¢Cuantas filas habra?

41 filas

Un jardinero tiene que echar un cubo de agua a cada uno de los 21
arboles que hay a lo largo de un camino. Calcula el camino que
tiene que recorrer para regar todos los arboles y devolver el cubo
al pozo, si el pozo dista del primer arbol 50 m. y la distancia entre
dos arboles es 12 m.

7140 m.

Colocando cerillas de igual longitud en una mesa se realiza una
figura plana como la siguiente:

(]
L1
- L

|1
|| RER

¢Cuantas filas» se pueden construir con 10440 cerillas?
72 filas.
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El primer término de una sucesién geométrica es 0,2 y el segundo
0,6. Escribe sus 6 primeros términos. ¢Cual es la razén?

0,2; 0,6; 1,8; 5,4; 16,2; 48,6; r=3
Del 45 al 49. Los datos siguientes estan referidos a sucesiones geométricas.

Dados a; =1/9, r=3, halla agy S,.

3280
ag=243; S5= 9
1 1
Dados a, = Z yag= ﬁ’ hallar ry S;.
r=1: 524092 _ 443
4 3072

Dados a;, =64y r=2, halla a, y a,.

1
=3/ a,=1

Dados a, =125y ag = 3125, halla a,, ry S;.
a;=1; r=5; S§5=3906

Halla a,; conociendo r=2y S,; = 98 301.
a5 = 49152

En una sucesion geométrica, a; =3y a, = 1. Halla S;.

121
S - —_—
57 97

En una sucesiéon geomeétrica, la suma de sus tres primeros términos
es 28 y la diferencia entre el tercero y el primero, 12. Halla la razén y
el primer término.

, 64 5
a1=4;r=20a1=?; r=-u

En un Centro Escolar con 1 000 alumnos, el Director comunica al
Delegado que no habra clase por la tarde. Este lo comunica a dos com-
paiieros diferentes, cada uno a otros dos y asi sucesivamente. Si cada
transmision tarda 10 sg. ¢ En cuanto tiempo se habran enterado todos?

90 seg.
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Los tres términos de lugar impar de una sucesion geométrica
suman 84y los tres de lugar par, 168. Halla ry a,.

a;=4;r=2

Tres nimeros estan en sucesion geométrica. Si al segundo se le
suma 2, resulta una sucesion aritmética. Si en esta aritmética se
anaden 9 al tercer término, se convierte de nuevo en geométrica.
¢Cuales son dichos nimeros?

4,816 0 = 16 64
25' 25’ 25

Halla tres nimeros en sucesién geomeétrica, si su suma es 19 y su
producto 216.

4,6,9 6 9,6,4

De tres nimeros reales distintos x, y, z (x £ 0), se sabe que escritos
en orden x, y, z son tres términos consecutivos de una sucesion
geométrica de razoén ry que 3x, 2y, z son tres términos consecuti-
vos de una sucesion aritmética. Calcular r.

r=1yr=3

Calcula el interés producido por 75 000 € al 8% durante 10 afos:
a) a interés simple; b) a interés compuesto.

a) 60000 € b) 86919,38 €

¢Qué capital produce 8 000 € de interés al 9% durante 80 dias, a
interés simple?

400000 €

600 euros al 6% han producido 108 euros de interés. ¢Cuantos afos
han estado prestados a interés simple?

3 afos

¢Cuanto tiempo tardara en duplicarse un capital prestado al 20% de
interés simple? ¢Y de interés compuesto?

5 afnos.

3,8 anos = 4 anos

¢En qué se convierte un capital de 500 euros al 4% de interés com-
puesto durante 5 afios?

608,33 €
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¢A qué porcentaje anual debe colocarse un capital para que se
duplique en 6 anos, capitalizando semestralmente?

11,9%

Un fumador decide dejar de fumar. Ahorra asi 2 euros diarios que
ingresa anualmente al 3% de interés compuesto. ;De cuanto dis-
pondra al cabo de 10 afos?

981 €

Dividir 10 000 € en dos partes tales que colocando la primera al 4%
de interés compuesto durante 6 afnos dé el mismo montante que la
segunda colocada al mismo tanto por ciento durante 9 anos.

5204 €y 4706 €

¢Qué anualidad debe pagarse durante 8 afos para cancelar una
deuda de un millén de euros, al 4%?

148527,83 €

Mediante 10 anualidades de 480 euros se ha extinguido una deuda
al 6%. ¢Cual era la deuda?

D =35632,84 €

Para amortizar una deuda de diez millones de euros se han paga-
do dos anualidades de 5301950 euros. Halla el % de la operacion.

4%

Se compra un ordenador por 1800 euros a pagar en 6 meses al 0,6%
mensual. Halla la mensualidad de amortizacién.

379,97 €

Compara los montantes de un mismo capital al r por uno anual
durante 2 afos, si se capitaliza:

a) en anos;
b)en semestres;
c) en cuatrimestres.

Se paga mas en cuatrimestres, luegos en semestres y luego en afios.
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Se coloca una cantidad de 300 euros a una tasa de interés com-
puesto anual del 4,8%.

a) Calcula cual es el capital acumulado al cabo de 5 anos.
b) ¢ Cuanto tiempo tarda en duplicarse el capital?

a) 3792,5 € b) 162 afios

Si invertimos anualmente 1500 euros a un interés compuesto del
6%, ¢de qué capital dispondremos dentro de 10 afios?

20957,46 €

¢Qué anualidad deberiamos aportar cada afio para conseguir un
capital 20000 euros en 8 afos si el Banco nos ofrece un interés del
5%7?

a=1994,7 €

Hemos pedido un préstamo de 72000 euros a un interés anual del
8,75% y a devolver en 15 afos. {Qué cuota mensual debe pagarse
para amortizar dicha deuda?

719,6 €
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Tema 4 COMBINATORIA

En una carrera ciclista internacional participan los equipos de
Alemania, Bélgica, Croacia, Dinamarca y Espaia. ¢De cuantas for-
mas puede resultar la clasificacion general?

120

Con tu calculadora (mejor si tiene la funcion factorial ), halla el
mayor valor de n cuyo nl puedas calcular con ella, calculando los
sucesivos valores de n! hasta que te dé error.

69

Calcula: a) V9’3; b) V"’4; c) Ve,s; d) V7,1.
a) 504; b) 7920; c¢)720; d)7

Con los digitos 1, 2, 3, 4 y 5 se pide: a) forma todos los nimeros de

dos cifras distintas; b) forma todos los nimeros de tres cifras dis-

tintas o, si lo prefieres, di cuantos hay sin escribirlos.

a) 12; 13; 14; 15; 21; 23; 24; 25; 31; 32; 34; 35; 41; 42; 43; 45; 51; 52; 53;
54 = 20

b) 60

Una linea de autobuses consta de 15 puntos de parada, ¢cuantos
billetes tendran que imprimir si en cada uno figuran las estaciones
de origen y llegada?

210

Samuel Morse (USA, 1791-1872) invent6 un alfabeto para ser utiliza-
do en el telégrafo eléctrico (también de su invenciéon) basado en
dos caracteres (punto y raya), de tal forma que las letras y los sig-
nos vienen expresados por sucesiones de puntos y rayas.

Asi, por ejemplo, A={--} B={--} C={---} 1={---- b
2={.=-=-= }

¢Cuantas letras y simbolos se pueden expresar si se emplean
desde 1 hasta 5 puntos o rayas?

62

Para obtener un articulo que vale 8,5 € de una maquina automatica
de importe justo hay que introducir 3 monedas de 2 €,2de 1€y 1
de 0,5 €. ¢De cuantas maneras pueden introducirse las monedas?
60

Se sabe que al lanzar una moneda 7 veces se han obtenido 3 caras

y 4 cruces. ¢Cuantos han sido los 6rdenes posibles?
35
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Una heladeria dispone de 12 clases de helados. ¢Cuantas copas
con 3 helados diferentes puede formar?

220

En una bolsa hay 9 bolas numeradas del 1 al 9.

a) Se forma un nimero extrayendo, una a una, 6 bolas sin devolver.
¢Cuantos nameros pueden formarse?

b) Se apuesta a que salen seis digitos determinados. ¢Cuantas
apuestas diferentes pueden hacerse?

a) 60480; b) 84

Calcula:

52 1000
a) | 59 )| 909
a) 1326 b) 1000

Comprueba que:
11 11 12
a) + =

a) 330 + 462 = 792 b) n+

rosueive ta scuacion: 7 +(7) (]

x=3

Desarrolla las siguientes potencias y simplifica los resultados:
X ° 4
a) (5*2] b)(\/;+\/;)

a)£+3x5 15x*
64 8

+20x3 +60x2 + 96x + 64

b) )(2+4x\/E+6)(y+4y\/E+y2

Halla:

a) El término central del desarrollo de (x - 3)8.

b) Los términos tercero y décimo del desarrollo de (a + b)11.
a) 5670x*

b) El tercero es 55a%b2 y el décimo es 55a2b°
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En el desarrollo de (2a + b)" hay un término cuya parte literal es
ab8. Halla su coeficiente y el valor de n.
Coeficiente 192192, n= 14

2

8
b'¢ 3
En el desarrollo de [? - ;J hay un término cuya parte literal es x”.

¢Cual es su coeficiente?

189
4
imolifica: 14!x 4! 8
Stmefifica: @ = ® anca
a) L b) 840
10
| ] ' '
Simplifica: a)ﬂ; b) 10!+ 7!
6! 5! 8!+ 10!
48 721

Escribe como cociente de factoriales:

a)12-13-14 b) 20 - 19 c) (x+ 2)(x + 1)x d) 15
14) 20! (x+2)! 15!
5!+ 6!-7! (n+1!

Simplifica: a) 51 (n-2)!

a)-35;, b)n+1

Saca factor comin en las siguientes expresiones:
a) 5!+ 6! + 7! b) 9! - 8! + 6!
a)bl(1+6+42) =5!-49 b) 6!(504 - 56 + 1) = 6! - 449

Una cadena de television dispone para sus telediarios de 4 presenta-
dores para la seccion de nacional, 3 para internacional, 2 para depor-
tes y 2 hombres del tiempo. ¢De cuantas formas puede desarrollarse
el telediario si en cada seccién actiia un solo presentador?

48

De una coleccién de 10 novelas diferentes me regalan 3. ¢De cuan-
tas formas puedo elegirlas? ;Y si tengo predileccion por una deter-
minada?

120; 36
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Tan mala suerte tuvo Lucrecia Pérez en el hipédromo que de los 9
caballos participantes, aposto por Estrella Azul y llegé el ultimo.
¢De cuantas formas pudo ocurrir esto?

40320

Cinco amigos van al cine, ¢de cuantas formas pueden sentarse en
sus butacas?

Después van a cenar y ocupan una mesa redonda, ;de cuantas for-
mas pueden ahora sentarse?

120; 24

Del conjunto {Ana, Inés, Juan, Pepe, Rosa} forma y cuenta:
a) Todas las parejas.

b) Todos los trios.

c) ¢Por qué hay tantas parejas como trios?

a) 10; b) 10; c) Por la propiedad 1 de los nimeros combinatorios.

(7))

Se rifan 3 boligrafos iguales en un grupo de 35 alumnos de manera
que nadie puede obtener dos, ¢de cuantas formas puede hacerse?
¢y si los boligrafos son de tres modelos diferentes?

6545; 39270

Se tienen 3 monedas de 1 €. ;|De cuantas maneras se pueden distri-
buir entre 7 personas de forma que no corresponda mas de una
moneda a cada persona? ;Y si las monedas son una de 10, otra de
20 y otra de 50 céntimos?

35; 210

Una marca de cerraduras construye llaves con 11 dientes, los cua-
les puede mellarlos un poco, mellarlos mas o no mellarlos.
¢Cuantas llaves diferentes puede construir?

177147
Un examen consta de 8 preguntas y se deben contestar solamente
5. ¢Cuantas elecciones pueden hacerse?

56

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) P, =132P, , b) V4 = 20V, ,

©) 3Cpp 4= 5C, d)P,=6V,,

e) Vy5=120C,5 D) Viez,3 =5V, 2
g) P,=42P,, h) P, =24V,

a)12; b)7;, c)7; d)e6;, e)8;, )3, g)7, h)6
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En una competicién deportiva participan 7 equipos de tal forma que
cada uno debe enfrentarse a todos los demas una sola vez.
¢Cuantos encuentros se disputaran?

21

Ocho atletas corren la final de los «cien metros». ¢ Cuantos podiums
posibles hay?

336

La autoevaluacion final de cada unidad consta de 10 preguntas y
cada una tiene cuatro respuestas posibles. ;Cuantas maneras hay
de responder?

1048576

Se tienen 9 puntos en el plano de forma que 3 cualesquiera de ellos
no estan alineados. ¢Cuantos segmentos determinan?

36

¢De cuantas formas se pueden colocar en una estanteria 3 libros de
Matematicas, 4 de Filosofia y 5 de Historia, todos ellos distintos, con
la condicion de que los de la misma materia deben estar juntos?

103680

Debo telefonear a un amigo y no recuerdo exactamente su nime-
ro. Sé que tiene nueve cifras y que comienza por 96340, también
recuerdo que luego hay un 0, dos 5y un 7, pero no sé en qué orden.
Si decido llamar y ensayar todas las posibilidades, ¢cuantas tenta-
tivas deberé hacer como maximo?

6

En la Liga de Fuatbol Profesional intervienen 20 equipos en la prime-
ra division. Cada uno juega contra todos los demas en campo pro-
pio y en campo ajeno. ¢De cuantos partidos consta el campeonato?
cY si fueran 18 los equipos?

38; 34

En una clase de 30 alumnos se debe formar una comisién de 4. ;De
cuantas maneras debe formarse? &Y si en ella debe figurar el dele-
gado?

27405; 3654

Un equipo de fatbol tiene en plantilla 3 porteros, 7 defensas, 6 cen-
trocampistas y 5 delanteros.

Si cada jugador juega en su demarcacion, determina cuantas aline-
aciones distintas de pueden hacer si utiliza la tactica:

a)4-4-2; b)4-3-3; c)5-3-2
a) 15750;  b) 21000;  c¢) 12600
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Calcula la suma de los niimeros representados por las permutacio-
nes sin repeticion de las cifras 1, 3,5y 7.

106656

Calcula el nimero y la suma de todos los niimeros de cuatro cifras
diferentes que se pueden escribir con los digitos 1, 2, 3,4,5,6 y 7.

Hay 840 y suman 3732960.

Se consideran las seis cifras 1, 2, 3, 4, 5, y 9 se pide:

a) ¢Cuantos numeros de seis cifras diferentes se pueden formar
que sean miultiplos de 11?

b) ¢Cuales son el menor y el mayor?

c) ¢Cuanto vale la suma de todos ellos?

a) 72; b) 132495, 952413; c¢) 27999972

Halla la suma de todos los nimeros de 3 cifras que puedes formar
con los digitos 2, 3,4y 5.

24864

Con seis pesas de 1, 2, 5, 10, 20 y 50, ¢;cuantas pesadas diferentes
puedes efectuar?

63

Se suponen ordenadas de menor a mayor todas las permutaciones
ordinarias que se pueden formar con las cifras 1, 2, 3, 4 y 5. cQué
lugar corresponde a la 43125?

El 85°

Determina el nimero de diagonales de un hexagono y de un dode-
cagono.

El hexagono tiene 9 diagonales y el dodecagono tiene 54

Una linea de autobuses consta de 15 puntos de parada. ¢ Cuantos bille-
tes se deberan imprimir, si cada uno lleva las estaciones de origen y
llegada sabiendo que cada billete sirve para un sentido o para el con-
trario?

105

En una clase de 12 chicos y 10 chicas se eligen delegado y subde-
legado. Si se establece como condicion que deben ser de diferente
sexo, ¢cuantos resultados diferentes se pueden dar?

240
En una reuniéon hay 8 personas y cada una estrecha la mano de

todos los demas. ¢Cuantos apretones de mano se dan en total?
28
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En un plano hay rectas que no son paralelas ni concurren tres en un
punto. Sabiendo que el nimero de intersecciones es de 190, halla el
namero de rectas.

20

¢Cuantos grupos de letras se pueden formar con las de la palabra
ISABEL, con tal que no vayan ni dos vocales ni dos consonantes
juntas? ¢Cuantos grupos comenzaran por vocal?

Se pueden formar 72 grupos. Empiezan por vocal 36.

Una finca tiene distribuidas por el monte una serie de casetas de
forma que siempre hay un camino que une dos cualesquiera de
ellas. Si el nimero de caminos es 28, ;cuantas casetas hay?

8

¢Cuantos nimeros hay entre 5000 y 6000 que tengan todas sus cifras
diferentes?

504

¢Cuantos nimeros capicuas hay entre 5000 y 6000?
10

57 y 58. Calcula los siguientes niimeros combinatorios.

o) =) o)

a) 56 b) 84 c) 66
11 20 6

o) 0% o)

a) 330 b) 1 c)6

Del 59 al 66. Resuelve las ecuaciones siguientes:

2(5)-2(’) (3)-(3)

a)x=14 b) x=18
a) (;J= 5(x — 1)(x —2) b) (:J= 35(x — 2)
a) 30 b) 15
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a)V,, = 190+(’2‘J

a) x=20
HEWEH
a) + =
2 3 3
a) 6
(11) (11) (12
a) + =
5 X ¢
a)x=06

2 (;) _s5

a) 11

o))

a)x=8,x=7

2 2(17)= 17[16]
X X

a) 15

Del 67 al 71. Desarrollar:

a) (x + 2)®
b) (x + m)8

)

b) 2(’2‘) + 3(:] - 21x

b) x=7
b)(23J=( 23 )
X 3x —1
b) 6
b) 26) (25) (25
19) \19) ( x
b) x=18
X X
»(3)-%)
b) 19
b)4(19):19[17)
X X
b) x=10
b) 9) ( 9
X B 2x -6
b) 5

a) (x+ 2)% = x8 + 12x5 + 60x4 + 160x3 + 240x2 + 192x + 64

b) (x + m)8 = x8 + 8mx7 + 28m?2x% + 56m3x® + 70m*x* + 56mPx3 +

+28mPx2 + 8m’x + mB

a) (a-3b)°
b) (2x - 3y)®

a) a° - 15a*b + 90a3b? — 270a?b° + 405ab* — 243b°

b) 8x3 - 36x2y + 54xy2 — 27y3

a4

Combinatoria
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o2 (]

6
a) (x—z) — X6 —12x% + 60x2 — 160 + 290 _ 192 64
X X2 X4 XB

& 13 4
b)[ x+—] =x2+4x+6+—+—
Jx

X X x2

a) (-2 + b)°

1 5
3X +—
o (sr+3)
a) -32 + 80b — 80b2 + 4063 — 10b* + b°

b) 243x5 + 135x4 + 30x3 + 2 e

10 ,. 5 1
— X+
3 27 243

a) (x/;+1)6 b) (\/;—1)6
a) (\/;+1)6:x3+6x2 x+15x2+20X\/;+15x+6\/;+1

6
b) (Vx —1) = x3 — 6x2x + 15x2 — 20x3/x + 15x — 6vx +1

Halla el quinto término del desarrollo de (2a - 8)7.
1146880 a8

Halla el término de lugar 14 en el desarrollo de (x + 1)25.
5200300 x'2

Halla el término sexto del desarrollo de (a2 - 2ab3)20.
—-496128 a35p1°

Halla el término central del desarrollo de (2a + b)16.
1464320 a’b°

a®b8 es la parte literal de un término del desarrollo de una potencia
de a + b. Halla el coeficiente que le corresponde.

3003
2 1 9
Halla el término que no contiene xen el desarrollode |———| -

3 3x
224
6561
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Halla el lugar que ocupa el término del desarrollo (a* - x2)24 en el
que a tiene exponente 20.

El vigésimo

13
En el desarrollo de [xz +%J ¢Cual es el término de segundo

grado?, ¢hay algin término en el cual no figure x?

1287x2; en todos los términos figura x

¢Cual es el coeficiente de x4 en el desarrollo de (1 + x)3 - (2 + x)4?
128

m m(m-1
Demuestra que ( ) = —( J
n n\n-1

mfm-=1} _m (m-1) _ m! _[m
nln=1) nm=DNm=-n nlm-n! \n

Sea n un entero tal que n = 1. Demuestra, utilizando el binomio de
Newton, que el nimero

N=(2+\/§)"+(2—x/5)"

es un namero natural.

(2++/3)" +(2-/3)" =(gj 2”+('17J o1 \/§+(gj on2.\32 ¢ 4

+[ " JQ. 3n—1+(”] 3”+[”J2”—[”)2”‘-\/§+[”J2"2-\/3_2+...+

n—1 n 0 1 2

+(—1)n—1( n ]2. 3”“+(—1)”[HJ(@)”=2(”J2"+2("J2”‘2(\/§)2+
1 n 0 2

+...+2 (nj(\/g)n si n es par = Natural
n

m2”+2(§]2"-2(@)2+...+2( n J,Q(@M

0]

si n es impar = Natural

La suma de los términos extremos del desarrollo de (x + y)* es 4112
y el término central vale 1536. Calcula x e y.

x=2,y=8;, x=-2,y=-8; x=8,y=2;, x=-8,y=-2
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Tema 5 LAS FUNCIONES

" Determina el dominio de las siguientes funciones:

a) f(X)=L; b) g(x) =Vx? +1; ¢) h(x) = 3x ;
x—4 x2_a

d) i(x) = XX 1; e) j(x)=Vx?-5x+6

a) D(f) = R={4} = ]-oo, 4[ U ]4, +oo[

b) D(g) =R

c) D(h) = R-={-2, 2} = J-oo, =2[ U 1-2, 2[ U ]2, +oo[

d) D(i))=R-{x/x<-1,x=0}=[-1,0[ U ]O, + o[
e) D() =R-{x/2<x< 3} =]-c0, 2] U [3, +o9[

Determina y representa la funcién afin de la que se sabe que
f(-2) =3y f(1) = 1.

5
fx) = ——x+—
(x) 3
YA
R Ly
-2 0 1 0 X

Representa las funciones siguientes:
a) f(x) =-3x+5
b) g(x)=x2-6x+5
c) h(x) = -x2 + 4x

a)
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[ Representa graficamente las funciones

o

a) f(x)

c) h(x)

3x +2
2x -4

d) j(x)

a)

Tema 5

Las funciones
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En el archivo de cierto municipio se han encontrado los datos de
dos censos de poblacién, que son:

Ao 1825 1835

Poblacién 648 686

Tema 5 Las funciones 49



Procediendo a una interpolacion lineal estima cual seria la pobla-
cioén en 1830.

667

Mismo ejercicio para el aiio 1838 pero con una interpolacion cuadra-
tica para los datos:

AfRo 1825 1835 1840
Poblacién 648 686 702

695,84

Representa las funciones:

—-3x-9 si x<-2 ,
ox si
a) f(x)=1x*+2x-3 si-2<x<2; byfx)={° " x six <0
3 si x>2 2x - x2six>0
a) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 8 L

Representa graficamente las funciones:
a) f(x) =Ix-3l b) g(x) = 14x + 2I
c) h(x) = Ix2 -4l d) j(x) = I3x - x2|

Las funciones Tema 5



I I i -
e 3 X
o YA d) YA
IR DN
,,,,, AR R N v e
- . Ly : : a
L2 ) 2 X 5 10}1 > 3

Dadas las funciones f(x) = x2y g(x) = , se pide hallar si es posi-

ble las funciones fo gy g o fy sus dominios.

]
(fog) (x) = REE D(fo g) = R—-{1}

(gof) ()= ——; Dlgo ) =R~{-1, 1}
1-x

Mismo ejercicio para las funciones f(x) = x2y g(x) = l. :Se puede
X

deducir que la composicion de funciones es conmutativa?

(fog) = —, D(fog) =R~ {0}

X

(go A = =, D(gon=R-{0}
X

Dadas las funciones f(x) = 2 - 3x - x2y g(x) = Vx2 -7, halla si es
posible (fo g)(-1) y (g o )(-1).
(fo g)(=1) no existe

(gof)(-1)=3
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1 Halla el dominio de las funciones:

a) f(x) =3x2+ x-2 b) f(x) = x5 + 7x4 -1 c) f(x) = 23
x° +1
d) f(x) = 23 e) f(x) = Vx +4 f)fx)= Vx2 +4
x° -1
a)R b) R c)R
d)R-{1,-1} e) [-4, +oof f) R

[EN Halla el dominio de las funciones:

a) fx)=Vx2+x—6 b) f(x) = "+§

©) f(x) = x(x —2) d) f(x) = Y ;‘_”11

a) D(f) =R -=1-38, 2[ = ]—o, =3] U [2, +oo[

b) D(f) =R -1-2, 8] = J—oo, —=2] U I8, +oo[

c) D(f) =R =10, 2[ = ]-eo, 0] U [2, +oo[

d) D(f) = R = {J~oo, —1[, 1} = [-1, 1[ U 11, +oo]

I} Determina el dominio y el recorrido de las funciones representadas
en las graficas siguientes.

YA YA

a) D(f) = ]~o0, =1[ U |1, 2] U [3, +oo]
b) D(f) = [-4, 5]

¢) D(f) = ]~e0, O[ U 10, +oo[ = R — {0}
d) D(f) = ]=c0, O[ U 11, +oo]
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Determina la ecuacion de la funcion afin fdeterminada en cada uno
de los siguientes casos:

a) f(-1) =4y f(3)=0.

b) Su grafica pasa por los puntos A(-2, 2) y B(3, 1).

c) Su grafica tiene pendiente 2 y pasa por P(-2, 0)

d) f(4) = -1 y su grafica tiene ordenada en el origen 3.

a) f(x) =-x+3
b) f(x) = —%x +§

c) fx) =2x+ 4
d) f(x) =-x+3

La relacion entre la temperatura del aire T (en °C) y la altitud h (en
metros sobre el nivel del mar) es lineal para 0 = h <20000. Si la tem-
peratura a nivel del mar es 15 °C y por cada 5000 m de altitud que
se sube, la temperatura del aire baja 8 °C, se pide:

a) Expresar T en funcién de h.

b) Calcular de forma razonada la temperatura del aire a una altitud
de 15000 m.
c) Calcular de forma razonada la altitud a la que la temperatura es
0 °C.
h

a) T(h) = 15—@

b) T(15000) = -9°C
€) 9375 m

Representa graficamente las funciones:

2
a) f(x) = % b) f(x)=-x2+2x-8
c) f(x)=x2-8x+9 d) f(x)=0,25x2 + x-2
a)
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b)

c)

d)

Il Mismo ejercicio:

a) f(x) = 2x +1si x <1
13 si x>1
(—2x+5 si xe[-2,2[
b) f(X)=<X2
& si x e[2,4[

—(x+2)2 +4 sixe[-50]

c) fi(x)=13 six=0

54

((x-22-4 si x€]o,5]

Las funciones

Tema 5



si x e[-5,—2]
si x el-2,1[

5—x sixell5]

3x+5
2

1

!

d) f(x)

a)

b)

c)

d)

55
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FER mismo ejercicio:

a) f(x)=I12x + 3l b) f(x)=11-xl
c) f(x) =Ix2-4l d) fx)=Ix+11+1
a)

b)

c)

d)

Las funciones Tema 5
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Representa las funciones

_3x-2
2x+4

d) f(x)

2x +4
x+1

c) f(x)

b) f(x)

| X%

a) f(x) =

a)

b)

c)

YA
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d)

Representa las siguientes funciones en el intervalo indicado:

a) f(x) = x2-4x, xe [0, 5]

b) f(x) = -3x-x2, xe [-3,1]

) f(x)=2x—_+31, x e [0, 6] - {3}

a)

b) - |
R N
D N
=3 2 - !
b\
gl
R T B | B
[ S

Las funciones
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c)

7 siendo f(x) = 5%*2 y g(x) = (x + 2)2 halla:

a) (fo g)(-1) b) (fo g)(0) c)(g o f)(-3)

) (gof) (-3) =125

A partir de la grafica de la funcién de la figura obtén la grafica de

a) (fog) (1) =125  b) (fo g) (0) = 15625

la funcién:
ay=1f(x)-3 b) y=f(x-3)
©) y=-f(x) d) y = f(=x)

~oWe
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c)

<Y

ol 4

"I} padas las funciones f(x) = x2, x e R; g(x) = %, xe R {1}
—x

Hallar las funciones fo gy g o fy comprueba que D(fo g) = R - {1}
yD(go f) =R -{-1, 1}.

(fog) (1) = ——
(1-x)

1

1-x

(o f) (x) =

2
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Dadas las funciones f(x) = \/; , Xxe R*; g(x) = x2 + 1, x € R*. Hallar

las funciones go fy fo gen R* y comprobar que los resultados son
distintos.

(gof)(x) =x+1; D(gof) =R*

(fog)x) = Vx2+1; D(fo g) =

Indica cuales de las siguientes funciones admiten funcién inversa
respecto de la composicion de funciones y halla su expresiéon cuan-
do sea posible.

a) f(x) = 2 - 3x b) f(x) = VX
) fx)= —>_ d) f(x) = x2 - x
X+2 _3-x
&) fl) = 2= N foo= 22X
a)f‘1(x)=2;x b) f~1(x) = x2

c) f(x) = 2x+3 d) No tiene inversa

X
e) f1(x) = 273X f) F1(x) = 3—5x
x -1
sifo =Xy gxy=%X=2 es(gon=2"X>
) ] X +1 2x —1

a) Calcula (g o f) (1/2). ¢qué ocurre al calcular g(f(1/2))?

b) ¢Qué restricciones de fy g se han de tomar para que exista go f?

. 5-x
Si,(gof =
L(gon) = 2=

1
a)(gof) (Ej no existe. Se anula el denominador. Al calcular g [f(%jj se

1
tiene que f(E) =-1y g(-1) no existe.

b) Para que exista f, x# 2. Para que exista g, x # —1. Para que exista go f,

1
XE2 Yy X% —.
y 2
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Representa en un mismo sistema de referencia las funciones fy -1

siendo:

a) f(x) =3x+2 b) f(x)=-3x+5
¢) f(x) = 3 - 4x d)f(x):xzs
a) YA

b)
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c)

d)

[PE] se considera un triangulo isésceles ABC con AB= AC=10cmy
BC = x cm. Sea S(x) la superficie del triangulo ABC en funcién de

la longitud del lado BC.

B

C

a) Demuestra que el area del triangulo en funcién de la longitud x
X
del lado BC es S(x) = Z\/400 - x?

Tema 5 Las funciones
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b) Determina el dominio de

la funcién S.

c) Completa una tabla de valores del intervalo [0, 20] y haz una
grafica aproximada de la funcion S.

d) ¢Para qué valor de x pien
cie maxima?

sas que el triangulo tendra una superfi-

a) Por Pitagoras h = %\/400 -x2 = S(x) = %\/400 - x2

b) D(S) ={x/0=x=<20}=]0,

0 50t
X S(x) 40+
0 0
2 9,95
4 | 19,60 301
6 28,62
8 | 36,66 2ol
10 43,30
12 48
14 49,99 10
16 48
18 39,23
20 0

d) Parax= 14

64

20]

,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,

5 10 15 20

Las funciones Tema 5



Tema 6 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Completa en tu cuaderno una tabla como la siguiente:

Angulo . B . . X s .
en grados 0 75 105 15 80 165° | 195
Angylo en oo | 5% | 7 | m | 4m | 1w | 18n

radianes 12 12 12 9 2 9

Angulo o | 900° | 360° . , Ao
en grados 255° | 200 ~ 114,59 285° | 2040° | 540
Anguloen | 17n | 10n 9 1on | 3an | o
radianes 12 9 o 3

a) Expresa en el sistema circular el angulo de 25° 15’ 30”.

b) Expresa en el sistema sexagesimal el angulo de 1,25 radianes.
a) 0,44 rad

b) 71° 37" 11"

Expresa en el sistema circular los angulos:

a) 27° b) 55°
c) 100° 30' d) 140° 2' 15"
e) 240° 10' f) 315° 15' 15"
a) 3L ~047rad; b) TE~006rad; ©) 22~ 175 rad
20 36 36
gy BOOTST 0o ) 240166671 o0
36 180
f 31929417 550 rag

180

Expresa en el sistema sexagesimal los angulos:

0,5 rad b) = rad m ad

a) 0,5 rad. )5ra. c)12ra.
3n n

d) 2 d. — rad. f) — rad.

)2,5ra e)1ord ) 5 ra

a) 28° 38' 52" b) 36° c) 105°

d) 143° 14’ e) b4° f) 140°

En una circunferencia de 24 m de radio, un arco mide 6 m. Halla el
angulo central correspondiente expresado en radianes y en grados
sexagesimales.

0,25 rad = 14° 19' 26"
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¢Cuantos radianes y cuantos grados sexagesimales gira la Tierra en
3 horas y 20 minutos?

0,87 rad = 50°
Expresa en grados sexagesimales y en radianes el angulo que forman

las agujas del reloj a las 2 h y 30 min.

7 ~ 1,83 rad = 105°
12

¢A qué angulo positivo menor de 2n radianes equivale el angulo de

% radianes? ¢y el de 20m ?

2

4" 3
Las graficas siguientes corresponden a las funciones g(x) = 2 sen x;
h(x) =1 + sen xy j(x) = sen %

Comparandolas con la grafica de la funcion f(x) = sen x o con la tabla
de valores construida en la unidad, identifica la funcién con su grafica.

Funciones trigonométricas ~ Tema 6



| | 1| | | >y
R T 1 1 31 T e
=251l 0 172 3 475 6
RN )

Para g(x) = 2 sen x se tiene que para un mismo valor de x el valor de la fun-
cién g(x) es el doble que el de f(x). Las dos tienen el mismo periodo. Es la
segunda gréfica.

Para h(x) = 1 + sen x se tiene que para un mismo valor de x el valor de la fun-
cién h(x) siempre vale una unidad mas que la de f(x). Las dos tienen el mismo
periodo. Es la primera gréfica.

Para j(x) = sen (%) , su periodo es el doble. Su gréfica no es ninguna de las tres.

Indica si las graficas siguientes corresponden a funciones periodi-
cas y en caso afirmativo indica su periodo.

a)
b)

3 2 -10 1 2 3 X
c) v,

-2n -n O‘ r‘c 2n ;(
d) v,

a) Periédica P = 1; b) Periédica P = 4; c¢) Periddica P = r; d) No es periédica
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Indica cuales de las siguientes funciones son periodicas y halla el
periodo de las que lo sean.

a) f(x) = cos? x

b) f(x) = x + tg x

c) f(x) = sen? x + cos? x

d) f(x) = sen x + cos x

e) f(x) =sen x- cos x

a) Periddica de periodo T.

b) No es periddica.

c) Es la funcién constante f(x) = 1.
d) Periddica de periodo 2.

e) Periddica de periodo .

Dibuja las graficas de las siguientes funciones en los intervalos
indicados.

a) f(x) = cos 2x x e [-m, 7] b) f(x) =2 sen x x e [0, 27]
c) f(x) =sen x|l xe [0, 27] d) f(x) =Isen xI xe [0, 27]
e) f(x) = Itg xI X € [-m, m] f) f(x) =cos4x xe [0, 2n]
a)

Y

b) YA

24

)
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d)
YA

0,8
0,6
04
0,2

i 2 3 4 5 5 X
e)
U3
I 2 3
f)

i
o=

?\/\/\/\/
My

Representa la funcién siguiente y analiza su continuidad.

senx x €[0,x[ 4

f(x)=] tgx X€|:1C,32—n|:

(98]

[\

3n
COSX X € 7,21;

. 3n . . o o
Es continua excepto en x = - que tiene una discontinuidad de salto infinito.

Conocida la periodicidad de las funciones trigonométricas elemen-
tales, halla razonadamente y sin calculadora:

a1n 23n
a) senT b) sen Y c) cos 11x

857 34n 21n
Deos( 5] o1 0w (-5)
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a) ﬁ b) 1 c) -1
2

d) NE) e) V3 f) -1
2

Calcula x:

a) x = arc sen @ b) x = arc cos (-1)

c) x=arcigmn d) x=arctg 1

a)x=g~—~1,05rad b) x= 1 = 3,14 rad

c) x= 1,26 rad d)x=§20,79 rad

Calcula x

a) x= sen(arcsen%) b) x = sen (arccos(—gn

c) x = cos (arcsen 0) d) x = cos (arctg (-1))
1

) T, b)
Y% J2
c) 1 d)i

V2

Utiliza las funciones trigonométricas inversas para despejar x en
cada una de las igualdades siguientes:
J2

a) sen x= 0,79 b) cos x=-0,3 c) sen 2x = 5

d) cos 3x = e)tg% =2 f)tg (x + 1) = 1,25

N| =

a) x=0,91rad; b)x=1,88rad; ¢) x= —g =-0,39rad o x= % = 1,18rad

d) x=0,35rad; e) x= 4,43 rad; f) x=-0,10 rad

T b9 3n
N=sen— +sen—+sen— +senn
4 2 4

1+ \/5

2n 4r 67n 8n
N =sen— + sen— + sen— + sen—
3 3 3
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( n) 2n 2n
N=cos| —— |+ cos — +cos —
3 3 3

1

2

T 3 7 11
N= cosE + cos? +COS— + COS——

8 8
N =2

Expresa F(x) en funcién de sen xy cos x.
F(x) = sen(=x) + sen(w - x)
F(x) =0

Sea la funcién f(x) = sen x + sen 2x + sen 3x.

Calcula f(n-x)y f (; - x].

2 3

f(r — x) = sen x— 2 sen x cos x + 3 sen x cos* x — sen® x

T

f(a—xj = Ccos x + 2 sen x cos x + 3 sen?

X cos x — cosS x

Sea la funcién f(x) = cos x + cos 2x + cos 3x.
Calcula f(n + X) y f(g + x].

f(n + x) = —cos x + cos 2x — cos 3x

T
f E+xj = sen x + cos 2x — sen 3x
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Tema 7 FUNCIONES EXPONENCIALES

72

Y LOGARITMICAS

Las amebas son seres unicelulares sin forma fija que se reproducen
por biparticiéon. Un bidlogo estudia la evolucion de una cierta pobla-
cion de amebas y comprueba que su nimero de dobla todos los
dias. Si se dispone inicialmente de un millén de amebas:

a) Da una expresion del nimero de amebas y en funcién del tiempo
X (en dias).

b) Determina el nimero de amebas en los instantes x =2; x = 5;
X==2; x=-3.

c) ¢En qué instante piensas que habia 7 millones de amebas?
a) f(t) = 108 x 2t

b) f(2) = 4000000; f(5) = 32000000; f(-2) = 250000; f(-3) = 125000
c) 2,8 dias = 2 dias 19 horas 12 min.

Un is6topo radiactivo se descompone siguiendo una ley dada por la
formula y = K - (2,7)"%90025f sjendo K la cantidad inicial (para t = 0)
y t el tiempo en aios. Si disponemos de 50 gramos inicialmente:
a) ¢Qué cantidad quedara dentro de 10, 100 y 1000 aflos?
b) ¢Cual es la vida media de este is6topo?
a) t=10 y=49,876

t=100 y=48,774

t=1000 y= 39,006
b) 1.000.000 de anos

Expresa en funcién de un solo logaritmo:

a) log a+log b-log c b)ln4—3lnx+lnT5

c)2logm-3logn d)2log,b+3log,c-2log,d
ab a5 m?2 b2c8

a) |Og? ; b)In X—3 ; ©) |Ogn—3 ; d) |Oga ?

Calcula:

a) log, 100 b) log, o 25

c) logg 72 d) log,, 24

a) log,100 = 6,644 b) log;pp25 = 0,699

c) logg72 = 2,657 d) log;,24 = 1,279
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Halla x en las expresiones siguientes:
a)4¥=8 b) 5¥ =14 c)31-x =21 d) 62%+5 = 74

a) x= g: 1,5; b) x=1,64; ¢) x=-1,77; d) x=-1,30
Del 6 al 9. Opera y obtén el resultado mas simple posible de cada expresion.
2 2 2 _2 -3

o) -3 wE) ()
3 4 3 —4 3 -2
1

a) —; b)-72

) 5 )

-2 -1 3 2
1 1 1 -1 3 _Z _Z
st were ()

1
. 0832 _ _
3 8,b) 2°x 3% =-72

2 _3 2 -1
a)(g) x(1—3) x(1+1) x(2—1) xl
5 5 2 2 5
2 —2
2\1 1 1.3
b) (2¢) x(2+5) x(1+—) x5

1 3
a) —; b) -
)2 )5

a)

3m2n_4n’m™

-2
3a%b . (4ab2]

a) b :

2c® ¢ ) 2n® an 'm
a) 3 . b) 27

32 p3c5 ' 8n°

Representa en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) = 1,2%;
g(x) =1,7%y h(x) = 2,3%. ¢Qué influencia tiene el valor de la base en
la grafica de estas funciones?

-2 ol 2 4 %
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Para valores de x > 0, cuanto mayor es la base, mas alta es la gréafica
1,2¥ < 1,7¥ < 2,3%y al contrario para x < 0.

Representa en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) = 0,3%
g(x) = 0,5y h(x) = 0,7%. ¢Qué influencia tiene el valor de la base en
la grafica de estas funciones?

-3 -2 -1 1 2 3

Para valores de x > 0, cuanto mayor es la base, mas alta es la grafica, 0,3* <
0,5¥ < 0,7*y al contrario para x < 0.

Encuentra en cada caso una funcién exponencial del tipo f(x) = K - a¥
tal que:

a) f(2)=12; f(-1)=1,5 b) f(3) =25; f(4) =125
c) f(3)=4,5x10"% f(-2) =45 d) f(1)=2; £(3)=2 048
a) f(x) = 3 - ¥ b) f(x) = % B

¢) f(x) = 0,45 - 0,1 d) f(x) = % . 30

— 2
Resuelve las inecuaciones: a) Yor4 < a2 ; b) 5" <5
a)x<1 b) xe 1-3, 2[ U 16, +[

El peso P de una poblacion de elefantes africanos hembras esta
relacionado con la edad t (f en afios) mediante la expresion:

P() = 2600(1 - 0,5¢70.075%)3
a) ¢Cuanto pesa un elefante recién nacido?

b) Suponiendo que la hembra adulta pesa 1800 kg, estima su edad.
a) 325 kg b) 19,55 afos 6 19 anos 6 meses 19 dias

En un laboratorio de Biotecnologia se tiene un cultivo de bacterias en
un fermentador durante 4 horas. La poblacion de bacterias crece rapi-
damente con el paso del tiempo.
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La funcién que relaciona la cantidad de bacterias y el tiempo t transcu-
rrido en horas es:
C(t) = 0,025 x et2
Determina en cuanto se incrementa la poblacion desde t =1 hasta t = 3 horas.
0,025 e (€8 - 1) = 202,5

Se introduce en un pantano una cantidad desconocida de una
nueva variedad de peces. Después de 3 ainos se estima que el
nimero de individuos es 4000, y después de 5 afios 8 000.

¢Cuantos peces se introdujeron originariamente suponiendo que
su crecimiento es de tipo exponencial?

1414 peces

Un martillo pilén golpea cada 6 segundos una pieza metalica cuyo

espesor inicial es 1 cm. En cada golpe, el grosor del metal disminu-

ye un 1%. Sea f(n) el grosor de la pieza después de n golpes.

a) Calcula f(0), f(1), f(2), f(3).

b) Expresa f(n) en funcién de n.

c) ¢Cuantos golpes serian necesarios para reducir al menos un 25%
el grosor de la pieza?

d) Una pieza se considera terminada cuando su grosor no excede de
5 mm. ¢Cuanto tiempo es necesario, como minimo, para terminar

una pieza?
_ 99 9801 970299
a) f0) =1; (1) = 100’ f2) = 10000 '’ f2) = 1000000
n
b) f(n) = (%) c) 29 golpes.

d) 6 minutos 54 segundos.

Se sabe que una determinada poblacion tiene un crecimiento de un
2% anual. Si en el instante de iniciar el recuento se contabilizan
1000 ejemplares, se pide:

a) Expresion de la poblacion y en funcién del tiempo x.
b) ¢Cuanto tardara en duplicarse la poblacion?

c) ¢Qué poblacién habia hace 6 meses?

d) Representa graficamente la funcion obtenida en a).
a) f(x) = 1000 - 1,02%

b) 35 anos

c) 990 peces
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Un medicamento se elimina del organismo a través de la orina. La
dosis inicial es de 10 mg y la cantidad en el cuerpo t horas después
esta dada por A(t) = 10 x 0,8,
a) Calcula la cantidad de farmaco restante en el organismo 8 horas
después de la toma inicial.

b) ¢Qué porcentaje del medicamento que esta todavia en el organis-
mo se elimina cada hora?
a) 1,678 mg b) 20%

Un pais tiene actualmente una poblacion de 110 millones de habi-
tantes y suponiendo un crecimiento exponencial se espera que ésta
se duplique en 25 anos.

a) Estima su poblacion dentro de 40 afnos y representa graficamen-
te la funcién crecimiento.

b) ¢Cual era la poblacion hace 10 afos?
a) 333,46 millones
A

b) 83,36 millones

Un problema importante de oceanografia consiste en determinar la
cantidad de luz que puede penetrar a varias profundidades oceanicas.

La Ley de Beer Lambert establece que, para modelar este fenéme-
no, se debe utilizar una funcién exponencial /, tal que I(x) = I, x a*.

Suponiendo que I(x) = 10 x 0,4X es la energia luminica equivalente
(en cal x s/cm?2) que llega a una profundidad de x metros.
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a) ¢Qué energia se tiene a una profundidad de 2 m?
b) Traza la grafica de I, desde x=0a x= 5.
c) A qué profundidad se espera una energia de 0,02 cal x s/cmZ.

a) 1,6 cal x s/cm?
b)

c) 6,78 m

El IPC es el indice de precios de consumo. Esta elaborado por el
Instituto Nacional de Estadistica y es una medida estadistica de la
evolucion de los precios de los bienes y servicios que consume la
poblacion residente en viviendas familiares en Espana.

Suponiendo un IPC de un 0,25% mensual durante un afo.

a) ¢Cual es el precio al final de diciembre de un producto que el 1
de enero de ese mismo afo era de 25 euros?

b) La afirmacién “El 30 de junio el producto ha subido ya la mitad de
lo que va a subir en todo el afio” ¢es verdadera o falsa?

a) 363, 8 € b) Es falsa

La siguiente formula relaciona la intensidad / de un terremoto con el
area que lo rodea A (en km cuadrados), que es afectada por el temblor.

I =2,3log(2,6A + 34000) - 7,5
a) Despeja A en funcion de /
b) Evalia la superficie afectada para un terremoto de intensidad 7
en la escala Richter.

1+75

10 — 34000

a) A= 2’32 5 b) 762052,96 km?
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De acuerdo con la ley del enfriamiento de Newton, un objeto se enfria
en forma directamente proporcional a la diferencia de temperatura
entre el objeto y el medio que lo rodea. Si cierto objeto pasa de 52 °C
a 38 °C en 30 minutos, cuando se encuentra rodeado por aire que tiene
una temperatura de 24 °C, entonces puede mostrarse que su tempe-

ratura f(t) después de t horas esta dada por f(f) =28 x 272t + 24,

Si t = 0 corresponde a las 12 del mediodia.

a) Calcula la temperatura a las 14 horas y a las 18 horas

b) Cuanto tardara el objeto en adquirir una temperatura de 25 °C?

a) Alas 14 h: 25,75 °C
Alas 18 h : 24,0068 °C
b) 2,4 h 6 2 h 24 min.

El carbono 14, C,,, es un is6topo radiactivo que forma parte de los

organismos vivos en los que se introduce junto con el diéxido de
carbono (CO,). Tras la muerte ya no se produce mas absorcion de

C,4V la cantidad, M, que hay en cada organismo decrece de acuer-
do con la ley M = M, 00001211 sjendo M, la cantidad inicial
(cuanto t = 0).

Si en una excavacion arqueoldgica se encuentran restos humanos
que contienen la tercera parte de C,, de la que hay en una persona
viva, determina la antigiiedad aproximada de dichos restos.

9079,44 anos = 9079 anos 5 meses 9 dias

Una cooperativa agricola vende los productos cosechados por sus
socios. El importe de cada venta aumenta el 10% sobre la venta pre-
cedente. La cooperativa acaba de realizar su sexta venta este ano y
el importe de esta sexta venta asciente a 18050 euros.

a) ¢Cual fue el importe de la primera venta?

b) ¢Cual es el importe total de las ventas desde el principio?

a) 112076 € b) 86473,5 €

Una produccion anual de pescado en un puerto pesquero aumenta
un 3% anual. Se entiende por P(0) la produccion, en toneladas, de
este puerto en 2008 y es P(0) = 145000 t. Se designa P(n) la produc-
cion en toneladas de este puerto en 2008 + n.

a) Calcula la produccion de este puerto, en toneladas, en 2011.
b) Expresa P(n) en funcion de n.

c) ¢A partir de qué ano la produccion de este puerto sera por lo
menos el doble de la de 2008?

a) 156844542 t
b) P(n) = 145000 (1,03)"
c) A partir del vigésimocuarto afio.
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Calcula los siguientes logaritmos:

a) log, 4; '°92% ; log, 2

1
b) log, 5; log, 27; Iogl 9
3

c) logg 4; logg 16; logg 1
d) log 0,1; log 10 000; log 10~

1 81
e) log, 32; Ioglﬁ ; Ioggﬁ
2 3

1 1
a) logr,4=2; logy,—=-2; log,2=—
) Jdo 924 J4 5
b)I093%=—1; log327 =3; log 19 =-2
3

c) logg4 = %; logg 16 = g; logg1 =0

81

d) log 0,1 =-1; log ; e -4

2

1

—=5; lo

32 92
3

La cantidad q(t) que queda de una sustancia radiactiva al cabo de t
dias viene expresada por la formula q(t)= Me=01%,

a) ¢Al cabo de cuanto tiempo la masa M se ha reducido a la mitad?

b) Si la masa inicial M es 27 mg. ¢cuanta sustancia quedara, aproxi-
madamente, al cabo de 10 dias?

c) Representa en este caso la grafica aproximada de q(t).

a) 7 dias b) 10 mg

©) 30
25
20
15

10
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Halla x en las siguientes expresiones:

a) log, 7 =-2 b) log, 2x =2 c) Iog\/ix =6

e) log,125=3 ) Iog3:—;=x g) log, 1= x
4 3
1
a) x=— b) x=8 c)x=8
J7
e)x=5 f) x=-3 g)x=0

Desarrolla los logaritmos siguientes:

1
d) log, x =~
il 3

8

h) log; x = -2

d) x=

h) x= —

O| =

3m2p 1 a+b mn
a)lo : b) log, —: | . d) log,—
) log 2q ) 932Xy, c) log pat ) 9«’,,

2

3m*p

a) log

1
b) log, E =-logg 2 - logg x - logg y

a+b
c

mn 1
d) | —=—l | -1
)og,/p 5 llog m +log n~log pl

Mismo ejercicio:

4.3 2
a) log Xy b) log X ‘/; c)log,, a° ‘\'/373

2z 3z

X4y3

2z

c) log =log (a+ b) —log c

a) log =4logx+3log y-log 2-log z

2
b)Iog%:Qlogx+%logy—%logz
z

¢) log,a® 4a° -3 log,a + g log,a = ?

d) |Oga wa\[a\/; = % |ogaa=g

=log3+2logm+logp-log2-logq

d) log,, \/a\/ﬁ
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¢Verdadero o falso?
a) log (m + n) + log (m - n) = log (m? - n?)
b) log 100x =2 log x

| |
c) log/xy = M

d) log 0,001 = -3 log; 5
a) Verdadero; b) Falso; c) Verdadero; d) Verdadero

Expresa en funcién de un solo logaritmo.

a) log x- logy+3log z

1 1 2
—log(a—- b)——log(a+ b) + —lo
b)2 g( ) 3 g ( ) 3'09p

c) Iogs-logz+§logx-logy

d)-2logm+4logn-2

3 - p .32
y Ya+b
5 4
c) log 3-VX d) log —"
2y (10 m)?
2
Expresa en funcién de log 3 la expresion: Iogw
243
10 (00812 30 _ 13-10logg 10
g J243 2 logg 10
54 -Y36
Expresa en funciéon de log 2y log 3: log f\/_
0,027° -810
3 19
—log2- —log3+8
2 9 2 9
Calcula los logaritmos siguientes:
a) log; 5; log, 2 c) Iogo’1 0,5; log, 1,73
b) log, 217; log, 17 d) log, 100; Iogo’3 0,02

a) logg5 = 1,46497; log, 2 = 0,356207

b) log, 217 = 3,88078; log, 17 = 4,08746

c) logy ; 0,5 = 0,30103; log, 1,73 = 0,790772
d) log, 100 = 3,32193; log, 5 0,02 = 3,24926
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Calcula x en las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 8X=9 b) 52x-1 = 32 c) 61~ =51
a) x=1,0566 b) x=1,57669 c) x=-1,1944

Determina la funcion inversa de:
a) f(x) = 3 + 104X b) g(x) = 1 — 41+2x

c)h(x)=5+log(1-x) d)j(x)=e+3In2x

) £-1(x) = 4log(x~3)

b) 9_1(X)=%(|094(1—x)—1)=
c) h'(x)=1-10%5

x—e
e 3

N|=

d) j7(x)=

d) 3%x =23
d) x=10,7135

¢En qué base se cumple que log, 12 + log,, 3 = 2?

a=6

Calcula el menor entero n que verifique:
a)1,21">9 b)3,48">105 ¢)1,027> 108
a)n=12; b)n=10; c) n=698; d)n=7

Calcula el mayor valor real de x para que:

a) 3,25¥< 2 b) 5,68% < 1

c) 0,98%< 10~ d) 4,32¥ < 105
a) x = 0,588083 b) x=0

c) x = 683,845 d) x = -7,86802

d) 10,01" > 8,4 x 10

El nivel de intensidad, D, de un sonido de intensidad 1, se obtiene

por la expresion: I
D=10-log—
Iy

donde D se mide en decibelios e | en vatios/m2. El nivel maximo de

percepcion o umbral es I, = 1072,

a) Calcula el nivel de intensidad de los siguientes sonidos cuya

intensidad es (en w/m?2).

Conversacioén normal: 3,4 - 10~
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Sonido trompeta: 2 - 103
Umbral doloroso: 1
Férmula 1: 7 - 102

b) Calcula la intensidad de los siguientes sonidos de los que se
conoce su nivel en decibelios.

Grito humano: 80
Interior discoteca: 115
Motocicleta: 90

a) Conversacion normal: D = 65,31 decibelios.
Sonido trompeta: D = 93,01 decibelios.
Umbral doloroso: D = 120 decibelios.
Férmula 1; D = 148,45 decibelios.

b) Grito humano: | = 1074 w/m?

Interior discoteca: | = @ =~ 0,3162 w/m2
10

Motocicleta = 10~3 w/m?

La intensidad de los terremotos se expresa en la escala Richter.
Esta es una escala logaritmica (en base 10) y por tanto un terremo-
to de grado 4 es 100 veces mas intenso que uno de grado 2, pues
log 10 000 = 4 mientras que log 100 = 2. El terremoto de San
Francisco de 1906 tuvo una magnitud de 8,2 y en Octubre de 1992 se
produjo un terremoto en la costa colombiana de una intensidad de
6,6. ¢Cuantas veces fué mayor la potencia del primero que la del
segundo?

39,81 veces mayor

El namero de personas, P, afectadas por una epidemia al cabo de t
semanas transcurridas desde el primer brote es:

35000

p-_ 27
1+25¢ %4

a) Calcula el nimero de personas que habra contraido la enferme-
dad al cabo de 1, 2 y 3 semanas.

b) ¢Qué sucederia al cabo del tiempo si no se consiguiera frenar el
desarrollo de la epidemia?

c) ¢Cuando estara afectada la mitad de la poblacion inicial, que es
de 35 000 individuos?

a) P(1) = 1970,94 personas
P(2) = 2861,06 personas

P(3) = 4103,23 personas
b) Que tenderia a estabilizarse alrededor de 35000 personas afectadas.
c) 8 semanas.
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Del 46 al 71. Resuelve las ecuaciones siguientes:

P 2x-4=0

x=1,31862

0,07 = 0,03
x =~ 1,31862

N 2x 4 201 4 2642 = 112

x=-7
X+15/,x—5 1 x-5/,x+5
X% —
S R O s (T
x=-7

2 4% _¢

x=2

9xX_6.3x1 = _g1

x=2

24X _ 19 = 92X

x=1

[N 2x.3%. 52X = 150

x=1
X242 —1-x
2 4
54 hl I
= (3) ()
x=-3
3X+3 4 3x+2 L gx+1 43X = g

x=-3

3431 %=4
x=0yx=1

Il 5x1_-30.5¥+53=0

x=-2
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52x+1 _ 5X+2 — 9500

x=0, x=1
1
s L
2X
x=-2

[N 2x-1 4 2%2 4 2x-3 4 2x-4 = 960

x=1, x=9

7N 210g x=1 + log (x- 0,9)
x=1y x=9

log 1250 - 2 = 2 - log (22-X)2+X

©| =

log (x + 1) -1 =log x

1
X= —
9

78 1og 2 + log (x - 3) = logv2x
x=5+ \/ﬁ

2log x-log (x+6) =1

x=5+\/£

m log (x-16) + log (x+ 5) =2

X= =
2

log (x+1) +2log 2 = log (4x-1) - log (x- 1)

3
X==
2

F7 2 (log x)2-91og x+10=10
x=11

N 1og (x-1) - log (x-10) = 1
x=11

Tema 7 Funciones exponenciales y logaritmicas
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log(x —1)-logvVx +5 =log+5—x

x=1, x=2

3log x-log (2x2 + x=-2)=0

x=2

Del 72 al 79. Resuelve los sistemas:

86

logx +logy =2
X—-y=20

X = 107/4’ y= 105/4

logx+logy=3
2logx—-2logy=1

x =407, y=thos

xX+y=133
logx +logy =3

1
x=-100, y= ———; x=
Y 1000

logx—-logy=>5

x-y—l
10

1
X=100, y=W

log, y — 5 =log, x
X-y=32

x=3,y=1

2"+2V=1o}

2XV =4
x=3, y=1

2logx —3logy =5
3logx +logy =2

1
199.Y'= To00

1 1
x=-49, y= ———; x=49, y= —
y 49 y 49

Funciones exponenciales y logaritmicas
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Iog7 X — Iog7 y= 4}

x-y=1
x =49 —l
AT
Resuelve el sistema: X3 — y2 =0
ylogx—xlogy =0
22,2
4’ 8

Resuelve la ecuacion: 1 +2+4+8 + 16 + ... + 2X= 4095
x=11
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Observa las siguientes graficas y determina cual es el limite de
cada una de las funciones en los puntos que se indican:

a v b) Y

2o

[ —

o 1 X -z‘o“\x/‘o‘ T3 X
enx=0y x=1 enx=-2y x=0 enx=1y x=3

a) limf(x)=2 Iim f(x)=2; lim f(x)=1

x—0 x—1- x—1"

f(x) no tiene limite cuando x — 1

b) lim f(x)=0; lim f(x)=2

xX—-2 x—0

c) lim f(x)=2; lim f(x) = 0; f(x) no tiene limite cuando x — 1; lim f(x) =1
x—1~ x—1t x—3

Dadas
f(x) = x2 - 5x
4-x2 six<0
g=1",
X six=>0
1-x si x<-2
h(x)= {3 si—2<x<2
5-x%> six>2

determina, si es posible el limite de cada una de ellas en los puntos
de abscisa x=-2,x=0y x=2.
/im2 f(x) = 14; /im0 f(x) = 0; /im2 f(x) = -6;

X——

lim g(x) =0; lim g(x) no existe; im g(x) =4
xX—-2 x—0 x—2

lim h(x) = 3; lim h(x) = 3; lim h(x) no existe
x—-2 x—0 x—2

Representa cada una de las funciones siguientes y halla los limites
laterales en los puntos indicados.

XSsix+#2

a)f(x)=VvXx—-5 enx=5 b)g(x):{ en x

4six=2

2
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x2-1six<0

c)h(x):{ enx=0

x—-1six>0

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

x—5" x—5T
b . 4 lim g(x) =2
3 x—2"
,,,,,,, :,,,2,, R
; lim g(x)=2
I I 1 I x—2t
-4 -2 2 4
,,,,,, Jol Ll
,,,,,,, _4,,,,,,,,,,,

Estudia si las graficas de las funciones dadas poseen asintotas ver-
ticales y ayudate de una tabla de valores para dibujar la grafica de la
funcion en las proximidades de dicha asintota.

2
a) f) =" b) F(X)=—5—
2(x“ — x)
_9 3_
o) f(x)= 5 d) f(x)= 2"
1+ x) X
a) x=0 1501
1004
50-
:1 —6,5 0‘5 1
+-50
-100
+-150
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b) x=0y x=1

c) x=-1 .

d) x=0

-1,2 -0,8 -0,6

—20000

-30000

—40000 -

-50000 -

60000 1

50000

40000 4

30000 1

20000

10000 A

-0,4

-0,2 0,2 0,4

Calcula los siguientes limites:

. x2+a
a) lim
x—>-2 X—2

- x%ix
c) lim
x—0 X

2
. X —2x
e) lim

x-2 x2 +3x-10

g) lim (-3x3+5x-1)

X—>+o0

6x2-3x +1

i) lim 2
2xX“+5

X—>+oo

6x +x2—x3

k) lim 2
3 +2x

X—>+o0

20

f) lim (2-3x?)

X—>+oo0

h) lim (3x%2-5x%)

X—>—o0

- 5 — 4x2
x——e (X +3)

x3+3x-5
x—4e0 (24 X)(2 — X)

)

Limites de funciones. Continuidad
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a) -2; b) 0; c) 1; d) Por la izquierda —. Por la derecha +<; €) %; f) —oo;
g) —oo; h) +o0; 1) 3; J) —4; K) —co; 1) —o0
xX+3 si x<1

Dada la funcioén f(x) = i . Completar la tabla:
-XxX+1six>1

X 0,9 | 0,99 | 0,999 | 0,9999 |... = 1~
f(x) | 39 | 399 | 3,999 | 3,9999 |... —» 4

X 1,1 1,01 1,001 | 1,0001 |... > 1+
f(x) | -0,1 | -0,01 | -0,001 | -0,0001 | ... - O

a) ¢Podemos decir que lim f(x)=4y lim f(x)=0?
x->T xo1

b) ¢Existe lim f(x)?
x—1

a) si, si
b) no

Observa la grafica siguiente:

Indicar, si existen, los limites siguientes:

a) lim f(x) b) lim f(x) ©c¢) Iim1f(x) d) lim f(x)
+ X——

x—=1" x——1 x—1"
e) lim f(x) f) lim f(x) g) lim f(x) h) lim f(x)
x—>T x—1 x——2% x—4~

a)2; b)2; ¢ 2 do0; e)-1; f)noexiste; g)1; h)?2

Haz una grafica posible de una funcion que cumpla las cuatro con-
diciones siguientes:

D(f) = [-3,3]; lim f(x)=1; lim f(x)=3; (0) = -1

x—2" x—2"

Tema 8 Limites de funciones. Continuidad
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Por ejemplo:

Haz una grafica posible de una funciéon que cumpla las siguientes
condiciones:
lim f = —oo; f(-5) = 0; lim f(X) = +o; £(0) = 0;
x—-1

X—>—oo

im f=—co; lim f=4c0; |im f=2

L
x—2" x—2 X—>+eo

Dibuja la grafica de una funciéon que cumpla las siguientes condiciones:

lim f(x)=3; Ilim f(x)=—oco; [lim f(X)=—cc; [lim f(X) = +oo
X—>—oo X—>+oo xX—>-2 xX—2
f-4=0 y f0)=0
Por ejemplo: YA
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 3A,,,,,,,,,,,,,,,,,,
_4A 1 _12 1 O 1 12 i
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3 si x<-3
Dada la funcién f(x) = 1x2 — 6 si — 3 < x <3, indica si existe el limi-
1 six>3

te de la funcionenx=-3yenx=1.

lim f(x)=3; limf(x)=5
x—-3 x—1
2 f—
Dada la funcion f(x)=1 yx _1 si x#1 estudia su limite cuando
2 six=1
x—1.
limf(x)=2
x—1
A six<0

Seala funcién f(x)={ X . Ayudate de su grafica para decir

—six>0

X

cuales son los siguientes limites:
lim f(x); lim f(x); lim f(x)
+ x—0

x—0" x—0
lim f(x) = +oo
x—0~
lim f(x) = +eo
x—07"
lim £(x) = +oo
x—0

A la vista de la grafica de la figura, contesta a las siguientes cues-
tiones:
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a) lim f(x)= b) limzf(X)=

X—>—oo X——
c) lim f(x)= d) lim f(x) =
x—-1 x—0
e) lim f(x)= f) lim f(x)=
X—2 x—2"
lim f(x)= —
g) [Mim (x) h) f(0) =
a) +oo b) —
c) 0 d) 3
e) —oo f) +
g)o h) 3
. L. .. 3-4x
a) Determina los limites laterales de la funcién f(x) = 5 en
(x+1)

x=1.
b) Justifica que la grafica de la funcién tiene una asintota vertical.

c) Dibuja la grafica de la funcién en las proximidades de dicha asin-
tota.

a) limf(x) = -%

x—1

b) Tiene asintota vertical en la recta x = —1 porque los limites laterales en ese
punto son mas infinito.

c)

Determina las asintotas de las funciones siguientes y representa
graficamente el comportamiento de la funcién en sus proximidades:

2
a) f(x)=x+5 b) f(x)=3x +1
X+3 x2 -4
-3 £(x) x*
© f0 X+2 ) x2-4x+3
e) f(x)=24—x f) f(x)=
X“—-x-2 X“+4
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1

y:
x=-3

a) Horizontal

Vertical

\<

3
x=2, x=-2

y:

b) Horizontal

Vertical

A<

0

y
X

Horizontal

c)

=-2

Vertical

A<

95
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d) Horizontal y =1
Vertical x=3, x=1

A :
,,,,,,,,,,,,,,
ol 1 3 X
e) Horizontal y=0
Vertical x=2, x=-1
YA
“1 o 2 X
f) Horizontal y=0
Vertical no tiene
Y
o X

La teoria de la Relatividad enunciada por A. Einstein a principios del
siglo pasado expresa, entre otros resultados, que la relacion entre
la masa en reposo m,y en movimiento m de un cuerpo con una cier-

ta velocidad v es m
m = 0
2

v
1— —

C2
siendo c la velocidad de la luz (3 x 10° km/s).

a) ¢ Qué predice la teoria en el caso de que el cuerpo alcance velo-
cidades cercanas a la de la luz, si eso fuera posible?

Limites de funciones. Continuidad  Tema 8
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b) ¢ Confirma esta formula que la velocidad de la luz es inalcanza-

ble?

a) Que su masa tenderia a infinito

b) Si

a) lim

X—4o0 3X — 2

a) 1: b)o
3

. 3x -2
lim
X400 X —5H

a)3; b)3

2+ X
2

a) lim
x>0 x

a) +oo; b) +oo

, 1
lim ———
x—>-5 (x + 5)?

a) +; b) 5

a) lim
) x—>02X +3

a) 1. b) 25
3

a) Ilim

x> x2 43

a) 0; b) 4+

a) tim(Vx)"

x—1

a)i1;, b)o

3x +1
Iim | ——
a) (x—S

X—>—oo0

a) 0; b) +

Del 17 al 35. Calcula los siguientes limites:

b) Ilim 3
x——o0 X +8

3x -2

X—>—oo X—5

" x+1
lim —
x=>-3(x+3)

b) Iimz(\/x +3+vV2x +1)
X—>

b) lim 3Jx
X—>+oo
X
. x2+1
b) lim | = ——
X—+eo\ 2X° — 3X

b) [lim [x-\/x+4]

X—>+oo
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_ 3x2+5x-3
a) lim ———
x—2t B5x-10
a) +o; b) 0

a) lim
x>+ x2_9x

a)2; by 3
5

. 2x2
a) lim
X—400 DX +2

a) +e; b) 0

. 5x2+2
a) Ilim
X—>+09x® _ 3
a) 0; b) +e

2
. X +1
a) lim
x—40 X +4

a)1; b)2

. VX +4
a) Ilim

X400 X —2

a)o; b) 3
2

- x2-a
a) |Im2—
Xx22x° —3x +2

a) 4; b) -2

27 + x°
x—>-3 27 + 9x

a) 3; b) +

a)

. x2-9
a) lim —
x—3"(x —3)
a) —; b) 0

2
a) lim {1-" +2)
X —>+oo x2_1

a)o; by _1
8

2x2 +3x -2

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

. x3 —2x +1
lim——7mm
x>1 x24+3

. 3x3 +3x
fim ————
X—>—=5x3 _2x +1

 x?4+3x
lim ——
X——eo X% —2

_ x%_-3x
Iim ———
X—>— 2X+4

_2x2_14x+12
lim 2—
x—>teo X< —10X + 4

L x3-1
lim
X—)1X2 -1

. x2 -1
lim

x——1 xz

+3x+2

_ x’-9
Iim —
x—3" (x —3)

x—0 X

Limites de funciones. Continuidad
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La poblacion de cierta isla viene dada en funcion del tiempo por la
formula:
39000

146 x 270

a) Determina la poblacién actual (t = 0).
b) ¢ Cuanto tiempo tardara en duplicarse la poblacién inicial?

c) ¢Qué tendencia seguira la poblacion con el paso del tiempo?
¢Llegara a estabilizarse entorno a un namero? ¢De cual?

a) p(0)= &(7)00 ~ 5571;

b) 12,63 afios 6 12 afios 7 meses 17 dias

c) La poblacion tiende a crecer, estabilizandose en torno a 39000 individuos.

2x —1si x €[-3,0]

Representa graficamente la funcion: f(x) = 9
x<—1si x€l0,2

2x —1sixel—-4,-2[

Dada la funcién: f(x)=11+3x si x e[-2,1]
x2  sixell,s]

a) ¢Es continua e x=-2?

b) ¢Es continua a la izquierda en x=1?

c) ¢Es continua a la derechaen x=1?

a) Si

b) Si

c) Si

La funcién f(x) = 2X+2

ces discontinua en x = -1? ¢La disconti-

L
nuidad es evitable? ;Cual es el verdadero valor?

Es discontinua en x = —1. La discontinuidad es evitable. El verdadero valor es
-1.
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x’—4x+4

Dada la funcién f(x) = x-—2 X7 2

k si x=2
Determina el valor de k para que la funcién sea continua en x = 2.
k=0

2
X“+3x+2 i x £ -1

Dada la funcion f(x)=1y2 oy _3 . Determina el valor de

k si x =-1

k para que la funcion sea continua en x = -1.
1

4
xX>+6x-7 .
. —_ .. — si x #1
Estudia la continuidad de la funcion f(x) =4 ,2 , 9y _3
1 si x=1

y clasifica, en su caso, la posible discontinuidad.
Es discontinua en x = 1. La discontinuidad es evitable.

¢Puedes encontrar un valor de k para que la funcion

1
—six#0

f(x)=1x sea continua en x = 0?
ksix=0

No

Observa la grafica de la funcién.

a) Indica los intervalos donde es continua.

b) Indica los puntos de discontinuidad.

c) Calcula el verdadero valor o el salto cuando sea posible.

YA
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a) ]_51_4[ U ]_41_2[ (o ]_21_1[ (% ]_11 1[ U ]113[ U ]31 4[ U ]4v5[

b) -4,-2,-1,1,3, 4

c) En —4 el salto es 2; en —2 el verdadero valor es —1; en —1 el salto es o;
en 1 es salto es «; en 3 el verdadero valor es 2; en 4 el salto es 2.
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Tema 9 DERIVADA DE UNA FUNCION

Halla la tasa de variacion media de las siguientes funciones en el
intervalo que se indica:

a) f(x) =4 + 3x2 en [2, 5] b) gix)=3-(1+x2) en [-1,1]
a)21; b)0

Mismo ejercicio:

a) h(x) = 3x +1 en [-1,2] b) j(x) = 1 en [1, 3]
X+5 X
a) tv.m. [-1, 2] =% b) tv.m. [1, 3] = _%

Se lanza un proyectil y el espacio recorrido s en metros en funcion

del tiempo t en segundos es s(t) = 500t — #2. Halla la velocidad
mediaentre t=0y i =8 seg.

V., = 492 m/seg.

Utiliza la definicion [1] para calcular la derivada de las funciones
dadas en el punto que se indica.

a) f(x)=2x2-3x en x=0
b) f(x) =1+ x-x2 en x=-2

1
c) f(x) = Tix en x=1.

a) f'(0) =-3 b) f'(-2) =5 c) f(1) = ——

Utiliza la definicién [2] para calcular la derivada de las funciones
dadas en el punto que se indica.

a)f(x)=3-2x en x=2
b) f(x) = x2-2x en x=-2

c)f(x)=2x2+3x -1 en x=-3

a) f(2) = -2
b) f'(-2) = -6
¢) f(=3) = -9

El espacio recorrido por un mévil viene dado por e = 2t2 - 12t, een
metros y t en segundos. Halla la velocidad en los instantes t=3y
t = 10 segundos.

v(8) =0 m/s; v(10) = 28 m/s
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Encuentra la funcién derivada de cada una de las siguientes fun-

ciones.
afx)=x+7
c) f(x) = 2x2
e =2

X

g)f(x)=x2+x

b) f(x) =3 -2x
d) f(x) = (x + 3)2

f) fx)=x2-4

h) fo) = X+3

a)f'(x) =1; b) f'(x) =-2; ¢) f'(x) =4x; d) f'(x) =2x+ 6

e) F(x) = _X%; ) F(X) =2x g) F(x) = 2x+ 1; h) F(x) =

Bl

Halla la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) =3x+5
c) f(x) =l+ x3
X

e) f(x) = x€ + eX

g) f(x) = sen x + cos x

i) f(x) =sen x-cos x

k) f(x) = (1 -3x) - tg x

arcsenx
M) = = enx

senx + x
i) f(x) = T
p) F(x)=+x -¥x
a)f'(x) =3

c) f'(x) = _x_12 + 3x2

e) f'(x) = exe ! + eX

g) f'(x) = cos x—sen x

Tema 9 Derivada de una funcion

b) f(x) = x + VX
d) f(x) = x5 + 5%

f) f(x)=Inx+1g; x
h) f(x) =cos x+ tg x

3x2+5

D ) =——

) f(x) =5+ arc sen x
n) f(x) =3 arc tg x

arc sen x

0) f(x) = arc cos x

q) f(x) = 2x arctg x

d) f'(x) =5x* +5%In 5

1
xIn3

f) f'(x) = %+
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1
h) f'(x) = —sen x + =-senx+ 1 +1tg2x

cos? x
2 _
i) f'(x) = cos? x — sen? x D fx)= 3x“+6x-5
(1+ x)2
1
k) f'(x) =-8tg x+ (1 -3x) (1 +tgZx) 1) f'(x) = >
1—-x
1 arc sen x cos x
m) f'(x) = -
J1-x2 senx sen? x
3 X +2x cos x —sen x
n fIX = ﬁ f')( =
) £'(x) . ) (%) oxIx
arc cos x + arc sen x
o) f'(x) = p) f'(x) =
J1-x2 arc cos? x 4 4x

2
q) f'(x) = 2 arctg x + X
14+ x2

Utiliza la regla de la cadena para hallar la derivada de las siguien-
tes funciones.

a) f(x) = (3 -x)3 b) f(x) =vV2x +3 ¢) f(x) = 3 cos 5x

d)f(x)=Insenx  e) f(x) = cos? x f) f(x) = e3%°+5
1

V2x + 3

=cigx; e) f'(x) =—-2 sen xcos x=—sen 2x

a) '(x)=-3((B-x2 b) f'(x) = ; ¢) f'(x) = =15 sen 5x

. cos X
B 7 = sen x

f) f'(x) = 16x g8x°+5

Halla la tasa de variacion media de las siguientes funciones en los
intervalos que se indican.

a) f(x)=3-2x en [-1,4] b) f(x) = x2-2x en [-2, 2]
¢) f(x)= —— en [1, 3] d) f(x) = sen x en [0, 7]

1+ x
e) f(x)=Inx en [1, €] f) f(x) =cos x en [-m, «]
a) tvm. [-1, 4] = -2 b) t.v.m. [-2, 2] = -2
¢) tvm. [1, 3] = _% d) tv.m. [0, 7] = O
e) tvm. [1, e] = L f) tvm. [-m,w] =0

e—1
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Sea la funcién f(x) = 2x2 - x. Halla la pendiente de la recta secante
a la grafica de f que pasa por los puntos de abscisas 0 y 2 respec-
tivamente.

m=3

Un movil se desplaza segtin la ecuacion
e(t)=5t2-2t+1

e en metros y ten segundos. Halla la velocidad media entre los ins-
tantes t=2y t = 10 segundos.

v, =58 m/s

Del 13 al 22. Utiliza la definicion de derivada para hallar la derivada de las
funciones siguientes en los puntos que se indican.

f(x)=1-3x2 en x=0
£(0) =0

f(x)=3x-5 en x=-2
f'(-2) =8

f(x)=x3 en x=1

f'(1) =8

— 2 [r—
f(x)_3+xen x=-1
)=
f'(=1) = >

f(x)=x3-x2 en x=

(3=

f(x)=x2-5x+7 en x=2
£1(2) = -1

WIN

f(x) = X en x=0
X +1
f'(0) =1

fxX)=x(x-2) en x=1
f'(1)=0
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f'(3) = ~%5

P f(x)=x3 en x=1
f(1) =3

Del 23 al 31. Utilizando la definicion, encuentra en cada caso la funcion
derivada f' de la funcion fdada e indica el conjunto donde fes derivable.

f(x) =3x2-5

f'(x) = 6x, f es derivable en R.

IS f(x) = x-x2

f'(x) = 1 - 2x, fes derivable en R

f(x)=2x+3
f'(x) = 2, fes derivable en R.

I f(x) = 31 + x2)

f'(x) = 6x, fes derivable en R

) = —
2x
5 .
f'(x) = — — f es derivable en R — {0}
2x
1
EE foo = —
X

2
f'(x) = . f es derivable en R — {0}
X

PER fx) =2 + x+ x2

f'(x) = 1 + 2x, fes derivable en R.

Fll f=@+x)@-x)

f'(x) = —2x, fes derivable en R

f(x) = Vx+1

f'(x) = ! , fes derivable en -1, +eo[ = R = ]—o0, —1]

2AVx +1
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Del 32 al 41. Utiliza las reglas de derivacion para encontrar la funcion
derivada de la funcién f dada e indica el conjunto de derivabilidad de f.

f(x) = x5+ x*-3x2 +1

f'(x) = 5x* + 4x3 — 6x, fes derivable en R
4
f(x)=—
(x) 3x

f'(x) = - i, f es derivable en R — {0}.
3x2

f(x)=2\/;+6+g

1 5
f'(x) = —= — —, fes derivable en R - {0
0= 7=-3 {0}

f(x) = x+1
-1
-2 .
f'(x) = , fes derivable en R — {1}.
(x—1?

f(x) = 4x2 (1 + x)3
f'(x) = 8x(1 + x)° + 20x2(1 + x)4, fes derivable en R

FO) = (1 +x2) Vx

5x2 +1

2x

f(x)=3-(1 + x)2

f'(x) = -2(1 + x), fes derivable en R

f'(x) = , fes derivable en ]0, +oo[ = R = ]—o0, 0]

f(X) =

—
x2 +1 .
f'(x) = ———, fes derivable en R-{-1, 1}
(1-x2)2
f(x) = 1
3x2 -1
f'(x) = _—6)(, fes derivable en R — {—L.L}
(8x2 —1)2 3 43
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2
f(x) = —5)(4 +3x2-7
1 8 3 .
f'(x) = 6x - EX , fes derivable en R.

Del 42 al 49. Encuentra una ecuacion de la recta tangente a cada una de
las siguientes curvas en el punto cuya abscisa se indica.

1
y=——w@een x=1
2

X2
2x-2y-1=0
2 1
y=4x“-3x en X:E
y=x-1
2
=X +2 en x=-2
x-1
2x-3y-2=0

y=\/; en x=4

—lx+1
Y=3

y=\j1—X en X:%
4x+4y-5=0
2

y=x—en x=0
x+1

y=0

y=2x-3x2 en x=1yx=3
4x+y-3=0y 16x+y—-27=0

y=3x-x2 en x= 3
2
_9
Y=%

Calcula las coordenadas del punto de la grafica de la funcion
f(x) = 2/5x en el que la recta tangente forme con OX* un angulo
de 45°. Determina la ecuacién de dicha recta.

x-y+5=0
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Determina las coordenadas de los puntos de la grafica de

2x
f(x) = ] 2 en los que la recta tangente es paralela al eje OX.
+X

P1,-1) y Q(1, 1).

La ecuacién de la recta tangente a la grafica de una funcion fen el
punto de abcisa x=-2 es y = -x + 2. Determina el valor de f'(-2) y las
coordenadas del punto de tangencia.

f'(-2) =-1; P(-2, 4)

¢En qué puntos la recta tangente a la grafica de la funciéon

f(x) = 2x3 - 4x tiene pendiente 2? ;Hay algiin punto de la grafica
en el que la recta tangente sea horizontal?

Tiene pendiente 2 en P(-1, 2) y Q(1, -2

e 3ol 2]

Halla la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) = (x2-1)3
c) f(x) = (2x-3)3 2x + 4)

e) f(x)=x-sen x
g) f(x) = cos 3x

i) f(x) =3x+sen 3x

Jx

k) f(x) = ~

m)f(x) = e3)(2—2)(
f) f(x) = tg VX

p) f(x) = 3 arc cos x2
r) f(x) =secx

t) f(x) =cotg x

v) f(x) = sen? x2

x) f(x) = In (cos x)

2) f(x) = In "—“:

Tema 9 Derivada de una funcion

b) f(x) = 2X =3

d) Fox) = sen x

f) f(x)= senx

h) f(x) =tg2 x
X

D fo= &
X

) f(x)=sen 1
X

n) f(x) = sen 2x - tg 3x
o) f(x) = arc sen (x-2)
q) f(x) = Jarctgx

s) f(x) = cosec x

u) f(x) = Y2x + 3
w) f(x) = log; (5x + 4)
y) f(x) = sen? x + cos2 x
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a) f'(x) = 6x(x2 - 1)2

c) f'(x) = 2(2x- 3)2 (8x + 9)
e) f'(x) = sen x + x cos x

g) f'(x) = -3 sen 3x

i) f'(x) =3 + 3 cos 3x

K) f'(x) = ~Jx

2x2

m) f'(x) = (6x — 2) e3¥z2x

—1

n) f'(x) = 2 cos 2xtg 3x + 3 sen 2x (1 + tg2 3x)

1

~ 1 _ 2
n)f(x)_Q\/; (1+1tg Jx)
—6x
p) f'(x) =
r f'(x) = SeN X _ sec xtg x
cos? x

t) f'(x) =-1-ctgZ x= >
sen? x

2 2

v) f'(x) = 4x sen x* cos x

x) f'(x) = —tg x

-2
x2 -1

2) f'(x) =

b) f'(x) =
) f'(x) P
d) f'(x) = w
f fl — COSsS X
)1 2 /sen x
h) f'(x) =2tg x (1 +tg2 x) = Qtizx
COS“Xx
i) fi(n = €=
X2
D) f'(x) = —— cos
x2 b%
1
0)f'(x) = ————
1
Fi(x) =
v 2 (1+ x2),Jarctg x
s) f'(x) = —S2%X = _cosec xctg x
sen? x
W) s ——
2%(2x + 3)3
5
)= — 2
Wk (5x + 4)In 3

y) f'(x) = 2 sen xcos x— 2 sen 2x

Halla los puntos de la grafica de la funcién f(x) = x3 - 5x2 + 8x en
los que la recta tangente tiene pendiente 8.
Demuestra que hay dos puntos de la grafica de fen los que la recta

tangente es horizontal.

Tiene pendiente 8 en P(0, 0) y O(

m@j
3'927 )

Es horizontal en P(i E) y Q(2, 4).
3 27
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Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion
f(x) = 2x3 + 6x2 - 8x + 5 en los puntos de abscisa:

a)x=0
b) x=2
1
C)X= ——
) 2

a) En x = 0 es decreciente
b) En x = 2 es creciente

c)Enx= —% es decreciente

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento asi como los
posibles extremos relativos de las funciones siguientes. Esboza
también una grafica de dichas funciones.

a) f(x) = 3x3 + 2x b) f(x) = 3x- x3 c) f(x) = 2x - x2
2

d) f(x) = x% - 2x2 e) f(x) = X H f(x)=
x2 41 x2-9

a) Creciente en R.
Decreciente nunca.
Maximos y minimos no tiene.

b) Creciente en 1-1, 1[
Decreciente en J—oo, —1[ U ]1, +oo
Maximo en (1, 2)
Minimo en (-1, -2)
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c) Creciente en ]—oo, 1]
Decreciente en ]1, +oo[
Maximo en (1, 1)
Minimo no tiene

d) Creciente en ]-1, O[ U ]1, +oo[
Decreciente en J—o, —1[ U ]0, 1[
Maximo en (0, 0) Minimos en (-1, =1) y (1, -1)

e) Creciente en ]-1, 1]
Decreciente en ]—oo, =1[ U 11, 4oo[

Maximo en (1. 1) Minimo (_1, _lj
2 2

Derivada de una funcion
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f) Creciente en ]—o, —3[ U ]-3, O
Decreciente en ]0, 3[ U I3, +oo[
Maximo en (0, 0)

Minimo no tiene

Halla a, by c sabiendo que la funcién f(x) = x3 + ax2 + bx + ¢ pasa
por (-1, 0) y tiene un maximo en (0, 4).

a=-3, b=0, c=4

Una poblacion de 100 millones de bacterias esta siendo tratada
para su eliminacién y se sabe que la poblacién p en millones en el

instante t (en dias) es p(t) = 100 - 2.
a) Halla su tasa de variacion entre los dias t=1y t= 2.
b) ¢Cual es la velocidad de decrecimiento de la poblacion en t=3?

a) —3 millones/dia
b) 6 millones dia

Se ha trazado la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x3y se
sabe que su pendiente es 3 y que pasa por el punto (0, -2). Halla el
punto de tangencia.

P(1, 1)

Encuentra las funciones polinémicas
fx)=ax3+bx2+cx+d
cuya segunda derivada sea x- 1. ¢Cual o cudles de ellas tienen un

1
minimo relativo en el punto (4, —5).
T3 19
f(x)==x°-=x*+cx+d
6 2

f(x) = %xs —l)(2 -4x+13
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Supongamos que el rendimiento r de un alumno en un examen de una
hora viene dado por r= 300 t(1 - ), donde 0 = t = 1 es el tiempo en
horas. Se pide:

a) ¢En qué momentos aumenta o disminuye el rendimiento?
b) ¢En qué momentos el rendimiento es nulo?
c) ¢Cuando se obtiene el mayor rendimiento y cual es?

1 I 1
a) aumenta en {O, 5{ y disminuye en }E, 1}
b) El rendimiento es nuloen t=0 y t=1.

c) Se obtiene el mayor rendimiento en t = % yes r=75.

Un trabajador experimentado de una fabrica de juguetes puede
montar un maximo de 100 juguetes diariamente. Si un trabajador
sin experiencia ocupa su lugar, se estima que el nimero de jugue-
tes que diariamente puede producir al cabo de x dias es

P(x)=100(1 - ekx)
siendo k una constante que depende de cada individuo.

a) Obtén el valor de la constante k para un trabajador novato que es
capaz de montar 50 juguetes con s6lo un dia de entrenamiento.

b) ¢ Cuantos juguetes montara el cuarto dia de entrenamiento?

c) Obtén el valor de la derivada de P(x) en x=1y en x=2. Comenta
los valores obtenidos en relacién a la velocidad de aprendizaje
de este trabajador sin experiencia.

a)k =1In2

b) 93

c) P'(1) = 50 In2; P'(2) = 25 In2. Al aumentar el tiempo la velocidad de
aprendizaje disminuye.

16

x2(x —4)

a) Determina su dominio de existencia y sus intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

b) Calcula sus asintotas y extremos.

c) Representa graficamente la funcion.

a) D=1]-,0[ U ]0,4[ U ]4, o[

Sea la funcioén f(x) =

. 8
crecimiento x € |0, 5

L 8
decrecimiento x € ]—eo, O[ U }5' oo|:
b) Asintotas verticales x=0 y x=4

Asintota horizontal y=0 y x = g maximo
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c) YA

1 -
2 1 et )
1 ! ”’"I”’I'”"I”’T”’I”” ;
.10112:3:456 X
_25" :
;’:;: ”””” .
1 e _ 16
L Y= x-a)
L 5!
--9
X2
Sea la funcion f(x) = — Estudia su crecimiento y decrecimien-
(x-1)

to asi como sus extremos relativos. Dibuja su grafica.
Creciente en 10, 1]

Decreciente en ]—oo, O[ U |1, +o0[

Maximo no tiene

Minimo en (0, 0)

Calcula la derivada de y = % y justifica si esa funcién es crecien-

te o decreciente en el intervalo [1, 7].

1 . . . .
y'= ——5 . Es decreciente porque y' es negativa en dicho intervalo.
b

Se define la funcion f(x) = x - ; Se pide:

a) Determinar k para que dicha funcion tenga un maximo para x=-1.

b) Dibuja la grafica de la funcion f para el valor de k hallado en el
apartado anterior.

a)k=-1

Tema 9 Derivada de una funcion
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El nimero de miembros de una peiia deportiva fundada en 1993 es
x ainos después de su fundacion:

f(x) = —% (x3 - 9x2 + 24x - 48)
a) ¢En qué aiio tuvo el maximo nimero de miembros entre 1993 y
1998?

b) ¢Cual es la tendencia actual en 1998, creciente o decreciente?
c) ¢Llegara a quedarse sin socios?

a) En 1997.
b) Decreciente.
c) Si.

Halla una funcion polinémica de segundo grado sabiendo que pasa
por el punto P(1, 0) y que la pendiente de la recta tangente en el
punto de abcisas x=2 es 7.

Todas las de la forma f(x) = ax2 + (7 — 4a)x + 3a— 7, en particular
f(x) = x2 + 3x— 4.

Halla el punto de la grafica de la funcién f(x) = 4x2 - 3x + 5 en el que
la recta tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante.

(39

Encuentra una ecuacion polindmica de segundo grado sabiendo
que pasa por el punto P(-1, 6) y que tiene un minimo en Q(2, -3).

f(x) = x2 - 4x + 1

Sean las funciones f(x) = 4x-x2y g(x) = x.
a) Represéntalas graficamente.

b) Encuentra un punto de la grafica de la funcion fen el que la recta
tangente sea paralela a la grafica de la funcion g.
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a)

b) P(2, 4)

La figura siguiente es la derivada de una funcién f continua en R.
Esboza una posible grafica de funcioén f.

Calcula los valores de a, by c sabiendo que la funcion
f(x) = ax2 + bx + c pasa por los puntos (1, 0) y (0, -2) y presenta un

maximo relativo cuando x = %
a=-1, b=3, c=-2

Sea la funcién f(x) = x2 - 6x + 5. Calcula en qué punto de la grafica
la recta tangente tiene de pendiente 2.

P(4, -3)

La figura siguiente representa la grafica de la derivada de una fun-
cion fcontinua en R. Deduce a partir de ella su grafica sabiendo que
pasa por los puntos A(-2, 2) y B(1, 1).
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Al vender un producto a un precio x entre 40 y 65 euros, el benefi-

cio es y = -x2 + 100x - 2100 euros. Obtén razonadamente el precio
de x que hace maximo el valor de y.

Con un alambre de 4 metros se quiere construir el borde de un rec-
tangulo de area maxima. ¢Qué dimensiones hay que dar al rectan-
gulo?

Los dos lados iguales a 2 m.

x =50

Descomponer el nimero 18 como suma de dos nimeros positivos,
de manera que el producto de uno de ellos por el cuadrado del otro
sea maximo.

6y12
Halla el area del tridngulo rectangulo de area maxima que tenga

10 m de hipotenusa.
25 m?
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Se desea comprar un terreno rectangular de 400 m? de superficie.
¢Cudles seran las dimensiones mas convenientes para que la cons-
truccion de la cerca resulte lo mas econémica posible?

Un cuadrado de lado 20 m.

De todos los pares x e y de nimeros reales positivos cuya suma sea
30, determina el par (x, y) cuyo producto P = x - y es maximo.

(15, 15)

Obtén el area de un rectangulo inscrito en una circunferencia de
radio 2 en funcion de la base x del rectangulo. Representa la fun-
cion area obtenida y deduce de su derivada donde es creciente o
decreciente, asi como cual es el rectangulo de area maxima inscri-
to en dicha circunferencia.

A(x) = x\16 — x2

Creciente en 10, 2\/5 [
Decreciente en [2\/5, 4]

El rectangulo de area maxima es un cuadrado de lado 2\/5.
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Tema 10 ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

La distribucion de los 140 alumnos de 1° de Bachillerato segiin su
calificacion de Matematicas obtenida en la 12 Evaluacién es:

Calificaciones | Muy Deficiente | Insuficiente | Suficiente Bien | Notable |Sobresaliente

N° de alumnos 6 29 55 25 16 9

a) Clasifica la variable.
b) Elabora la tabla de frecuencias correspondiente.

c) Contesta a la preguntas siguientes: ¢ Porcentaje de alumnos que
han obtenido suficiente? ¢Nimero de alumnos que han sacado
menos de un notable? ¢;Porcentaje de alumnos que han aproba-
do?

a) Es una variable estadistica cualitativa.

b) Calificacion | Frec. Abs. | Frec. rel. |Frec. Abs. Acum| Frec. rel. Acum.
MD 6 0,04 6 0,04
| 29 0,21 35 0,25
S 55 0,39 90 0,64
B 25 0,18 115 0,82
N 16 0,11 131 0,94
So 9 0,06 140 1
N=140

c) Han obtenido suficiente el 39%
Han obtenido menos de notable un 82%
Han aprobado un 79% (100% — 21%)

Preguntados los alumnos de una clase por el nimero de hermanos
que tenian, sus respuestas fueron: 3,1,0,2,1,1,2,4,4,2,1,5, 0, 3,
1,0,2,1,1,2,2,4,2,1,0,0,5,2,2,3,1,0,2,2,1y 2.

a) Forma una tabla de distribucién con efectivos y frecuencias acu-
muladas.

b) ¢Cuantos alumnos tienen dos hermanos?

c) ¢Cuantos tienen como maximo tres hermanos?

d) ¢Qué porcentaje de alumnos tiene menos de cuatro hermanos?

a) n° hermanos Frecuencia Frecuencia
(x) absoluta (n) | Acumulada (n;)
0 6 6
1 10 16
2 12 28
3 3 31
4 3 34
5 2 36
N =36

b) Hay 12 alumnos que tienen 2 hermanos
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c) Hay 31 alumnos que tienen un nimero de hermanos menor o igual que 3
d) Estos 31 alumnos del apartado anterior representan un 91,2%

Los resultados de las elecciones para delegado de curso han sido:

Marisa, 12 votos; Rall, 7; Isidro, 5; Yolanda y Andrés, 2 y 2 absten-

ciones. Representa los resultados en un diagrama de sectores.

Al ser 30 el nimero de votos (incluidas las abstenciones) a cada voto le

co 360°
rresponden =190
0

Marisa
12

Yolanda
2

Andrés

2
Abstenciones Isidro
2

Raul

La distribuciéon de las vacunaciones efectuadas por los responsa-
bles sanitarios de cierto pais estan reflejadas en el cuadro adjunto:
construye su pictograma. ¢Es cuantitativo o cualitativo el caracter
estudiado?

Tipo de vacuna Nidmero de vacunados
Difteria-tétanos-tosferina 989 250
Difteria-tétanos 425 928
Tétanos 987 153
Poliomielitis 1938 175
Rubéola 242 936
Triple virica 393 043
Otras 105 306
El caracter estudiado es cualitativo.
TT
DIT DT T P R TV Otras
-] -] -] 2. 106 »
S
g
100 2
>
3
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En una asignatura se establecen tres pruebas parciales y una glo-
bal. La global vale el doble que cada una de las demas. Paloma
tiene 5, 3,5y 2,5 en las parciales y 7 en la global.

a) ¢Cual es su nota final?
b) Comparala con la media aritmética no ponderada.

5+35+25+7x2
5 =

a) Nota = 5
;_5+3,5+2,5+7_

b) 2

4,5

Un examen de Inglés consta de cuatro pruebas: lectura, gramatica,
vocabulario y practica de conversacion.

Las cuatro pruebas no tienen el mismo valor, la prueba de lectura
tiene un 4 de ponderacion, la de gramatica un 5, la de vocabulario
un 3y la de conversacion un 6.

Un alumno ha obtenido las notas siguientes: lectura 4; gramatica, 6;
vocabulario, 8; y conversacion 5,5. ¢Qué nota ha obtenido?

4x4+6x5+8x3+55x%x6
4+5+3+6

Nota = = 5,72

En la fabricacion de un tipo de piezas, aparece un nimero de ellas
defectuosas. Se han estudiado 200 lotes diferentes de 500 piezas
cada uno, obteniéndose la siguiente distribucion de piezas defec-
tuosas por lote:

Piezas defectuosas 1 2 3 4 5 6 7

Num. de lotes 5 15 38 42 49 32 17

Calcula la media, la moda y la mediana.

X =4,445 ;Mo = 5 piezas defectuosas; M, = % =45

Calcula la media aritmética, la moda, mediana, desviacion tipica y
varianza de la distribucion siguiente en la que nos dan los pesos en
Kg de los 32 alumnos de una clase de 1° de Bachillerato.

Obtén las conclusiones que puedas con los valores hallados.

Peso 48 49 51 53 55 58 61 64 68 74

N° de alumnos 1 2 3 4 4 6 5 4 1 2

X =58kg; M, =58kg; M, =58kg; S2 = 42,0625; s=6,49
Es una distribuciéon bastante simétrica en la que resalta la coincidencia de
valores de la media, moda y mediana.
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Calcular los percentiles 40 y 65 de la distribucién del ejemplo ante-

rior.
Edad (x;) [18, 21[ [21, 24] [24, 27] [27, 30[ [30, 33[
N° de
Jugadores (n;) 20 87 52 18 3
Py =21+ 220 398 Py =24+ 17197 3946
52

Las calificaciones en un examen de Matematicas 1° de Bachillerato
han sido:

5,4,7,4,7,6,4,4,2,7,5,1,7,3,3,1,1,5,3,9,5,2,1,6,4,4,3,5,8,5

a) Construye la tabla de efectivos, efectivos acumulados, frecuen-
cias relativas y frecuencias relativas acumuladas.

b) ¢Cuantos alumnos hay con calificacion menor o igual que 4?

c) ¢Cuantos tienen nota menor o igual que 6?

d) ¢cQué % de la poblaciéon obtiene nota menor o igual que 4? Y
mayor que 4?

e) ¢Qué notas tiene el 80% de los alumnos con menores notas?

a) Califi. | n°® alumnos | Frecuen. | Frecuen. | Frec. relat.
(x) (n) acumul. | relativa | acumulada
1 4 4 0,13 0,13
2 2 6 0,07 0,20
3 4 10 0,13 0,33
4 6 16 0,20 0,53
5 6 292 0,20 0,73
6 2 24 0,07 0,80
7 4 28 0,13 0,93
8 1 29 0,03 0,96
9 1 30 0,03 0,99
N=230

b) 16 alumnos
c) 24 alumnos

d) El 53% tiene una nota menor o igual que 4 y el 47% tiene, l6gicamente
una calificacién mayor que 4.

e) Se trata de hallar Pgj y corresponde a una calificacion menor o igual que 5,5

He aqui la talla, en cm., de un grupo de alumnos de 1° de Bachillerato:

173, 151, 160, 164, 148, 160, 159, 162, 154, 155,
162, 163, 147, 170, 157, 152, 149, 172, 164, 148,
154, 152, 148, 155, 172, 146, 162, 168, 157, 164,
165, 148, 159, 167, 170, 155, 167, 161, 168, 152
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a) Forma una tabla de distribucion con efectivos y frecuencias acu-
muladas, agrupando los datos en clases de amplitud 5 cm.

b) ¢Cuantos alumnos hay con una altura menor que 150 cm.?

c) ¢Qué porcentaje de alumnos tiene una talla menor que 160 cm.?

d) ¢Qué porcentaje de alumnos tienen una talla igual o superior a
los 165 cm.?

Como el rango es 173 — 147 = 26, haremos 6 intervalos

a) Talla n° alumnos | Frec. Acum.
[145-150] 7 7
[150-155] 6 13
[155-160] 7 20
[160-165] 10 30
[165-170] 5 35
[170-175] 5 40

N =40

b) 7 alumnos miden menos de 150 cm.
c) EI 50%
d) El 25%

Se lanza un dado y se anota la cifra que aparece. Los resultados,

agrupados de tres en tres para facilitar su lectura, son:

3-6-4 1-4-4 2-5-4 6-5-2 2-4-5 2-3-3

3-3-3 6-4-1 3-4-6 3-1-3 5-4-1 3-5-3

6-5-6 6-4-1 5-5-5 5-5-2 6-3-2 5-3-5

6-5-2 5-1-1 3-3-1 5-5-3 6-4-5 1-2-6

2-2-6 5-6-3 1-4-1 6-2-4 54-4 4-1-2

2-2-1 2-4-5 2-4-2 2-1-2 6-5-1 6-6-3

5-3-5 4-2-5 5-4-4 3-1-5 5-6-2 3-6-3

2-5-5 6-5-5 3-6-3 4-3-4 6-3-1 1-6-2

4-4-5 3-1-5 4-3-4 4-4-6 1-4-1 4-6-6

3-4-1 2-6-3 3-3-3 4-4-1 5-2-6 6-3-3

a) Cuenta el nimero de veces que ha salido cada nimero y su tanto
por ciento; cuenta el total de lanzamientos y forma una tabla.

b) Haz una representacion grafica adecuada.

c) Comenta los resultados.

a) n° cara Frecuencia %
1 23 12,8
2 25 13,9
3 35 19,4
4 33 18,3
5 35 19,4
6 29 16,1
N =180
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b) La representacion grafica adecuada es un diagrama de barras

a0}

W
o
T

frecuencia
N
o
T

—_
o
T

1 2 3 4 5 6
n° cara

c) El dado no estd muy bien construido pues la frecuencia de los resultados 1
y 2 es menor de lo esperado, que seria una cifra cercana a 30

N En una charcuteria se ha observado que las ventas inferiores al
medio kilo de salchichén se distribuyen segtn la tabla.

gramos n° ventas %
[0, 100[ 24 20
[100, 200[ 48 40
[200, 300[ 33 27,5
[300, 400][ 12 10
[400, 500[ 3 2,5
N =120 100

Complétala y halla el peso de la venta media.

El peso de la venta media es Yp = 185 gramos

m En los parciales, no eliminatorios, de una asignatura se va arras-
trando toda la materia anterior, por lo que el segundo vale el doble
que el primero y el tercero el triple que el primero. Adela, Paco y
Ramoén han obtenido las calificaciones:

10 90 30
Adela 4 5

Paco 6 5 4
Ramoén 4 4

a) Halla la calificacion final de Adela y la de Paco.
b) ¢Qué nota necesita Ramén para aprobar?

c) Halla las medias de Adela y Paco si valieran lo mismo los tres
parciales.
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d) Halla la nota que necesita Ramoén en el caso c).

e) ¢Cuanto influyé6 mas en la nota final el primer parcial, cuando
eran ponderados los parciales o cuando no lo eran?

a) Adela: x, = 4,6: Paco: )?p =45
b) Necesita un 5,§
c) Adela: x4 = 4,6; Paco: 7p = 4,(3

d) Necisita un 5

1 ,
e) Cuando las notas no son ponderadas todas suponen 3 de la nota final

. . o 1
mientras que al ser ponderadas la primera calificacion es s de la nota

final. Por tanto la influencia es mayor en el primer caso.

m Un jugador ha obtenido las ganancias que se muestran en la tabla:

g | 3 [ -1 0 2 3 4 5
n; 1 1 4 1 2 4 2

Calcula la media, la mediana y las modas.
x=2
M, =3
M, = 0y 4 (bimodal)
m Una variable estadistica discreta toma los valores 1, 2, 3, ..., n (n

impar), con frecuencias 1. Prueba que la diferencia entre su media
y su mediana es nula.

. n+1
En ambos casos el parametro vale —

De la siguiente serie

montante (x) ndmero (n)

[0, 8.000[ 8
[8.000, 12.000[ 9
[12.000, 16.000[ 10
[16.000, 20.000[ 8
[20.000, 24.000[ 5
[24.000, 32.000[ 6
[32.000, 40.000[ 4

que da el montante de los talones abonados por un banco y el
numero de ellos, se pide:
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a) Construir el histograma y el poligono de frecuencias tomando
una variable adecuada.

b) Calcular la moda, la mediana y la media aritmética.

c) Calcular los cuartiles.

d)Calcular la varianza y la desviacion tipica.

a) Tomaremos como nueva variable expresada en «miles» y como los interva-

los no son de la misma amplitud, habra que considerar las densidades de
frecuencia

Montante (x) namero (n) densidad
de frecuencia

[0, 8] 8 1

[8, 12[ 9 2,25
[12, 16] 10 25
[16, 20[ 8 2
[20, 24] 5 1,25
[24, 32[ 6 0,75
[32, 40] 4 0,5

N =50

densidad frecuencia

81012 16 20 24 32 40

montante (x)

b) Intervalo modal [12, 16[. Moda = 14. Mediana = Pgy = 15,2
x= 16,32

c)C,=10; C,=15,2; C5=22

d)s? = 78,46; s = 8,86

Una distribucién tiene media X. Pruébese que no cambia el valor de
la media si se le afiaden:

a) n valores iguales a la media
b)dos valores cuyas diferencias a la media sean opuestas.

a) La nueva media X' sera:

Zx/n,. _ in”i inn/ 2Xx.n.
+ X + 2 L1 5
7= _N __N N __ N _=5N_4
2 2 2 N

b) Este caso es evidente pues se afaden dos valores de media cero.
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Una distribucién posee varianza s2. Pruébese que s? disminuye si
se afiaden uno o mas valores iguales a la media.

Como s? = si se afiaden valores iguales a la media, los su-

mandos correspondientes (x — X )2 seran cero mientras que N aumenta pues

se aumenta el nimero de valores. Por tanto, el numerador permanece cons-
tante y el denominador aumenta, luego el cociente disminuye.

Hallese la media y la desviacion tipica de una distribucion que
consta de dos valores opuestos.

Si los valores son xy —x entonces: X =0; s = x.

Si todos los datos de una distribuciéon se aumentasen en una uni-
dad, ¢como se modificarian la media y la desviacion tipica?
Justifica la respuesta.

Son las propiedades vistas en la unidad.
La media queda aumentada en una unidad y la desviacién tipica no varia.

Segun el avance de la liquidacion de los Presupuestos Generales
del Estado del afio 2006, la distribucion por tipo de impuestos de

los ingresos obtenidos por el Estado, en millones de €, fue el
siguiente: por IRPF, se ingresaron 59851 millones de €; por el
Impuesto de Sociedades, 37478 millones de €; por IVA, 53691 millo-

nes de €; por Impuestos Especiales, 18653 millones de €; y, final-
mente, el Estado ingresé por otros conceptos impositivos, 5602

millones de €. Dibuja el grafico de sectores correspondiente a
estos datos.

Otros 5602

|. Esp. 18653
e

IRPF 59851

IVA 53691 /

\_I. Soc. 37478

Calcula la media y la mediana de los datos de la tabla adjunta que
resume la observaciéon hecha a 30 nifos de la edad, en meses, a la
que empiezan a andar.

Meses 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15
n° ninos 1 2 4 13 6 3 1
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Analizando la tabla de frecuencias, o bien mediante su representa-
cion grafica, justifica por qué la media es superior a la mediana.

X =12,13 meses; M, = 12 meses

La media supera a la mediana por que los valores superiores a la mediana tie-
nen mayor frecuencia (10) que los menores (7).

En la tabla adjunta se indica la media y la desviacion tipica de las
notas no agrupadas correspondientes a un examen que ha sido rea-
lizado por los alumnos de tres grupos diferentes A, By C, con 20
alumnos cada grupo.

A B C
Media 435 | 6.28 | 5.33
Desv. tipica 2.37 | 2.20 | 2.68

Con las notas de cada uno de estos tres grupos agrupadas en inter-
valos de igual longitud, se han construido los histogramas H-1, H-2

y H-3.
H-1 H-2
7\ T T 1 T 7\ T T T 11
12345678910 12345678910
H-3
T T T 1T T 1
12345678910
Se pide:

a) Razona cada uno de estos histogramas a qué grupo de notas per-
tenece, a las del grupo A, las del grupo B o las del C.

b)Tomando el centro de cada intervalo como representante de
clase, calcula la media y la desviacion tipica correspondiente a
cada uno de estos histogramas.

Comprueba si los resultados obtenidos en b) confirman tu razona-
miento del apartado a).
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a) La media mas alta corresponde a la H-2 (el valor 7 se repite 8 veces) y la
media menor es la H-3 (el valor 3 se repite 8 veces).

Asi pues: Grupo A = H-3

Grupo B = H-2

Grupo C = H-1
b) H-1: x =5,3; s=2,9
H-2: x =6,1; s=2,2
H-3: x =4,1; s=2,1

Estos resultados confirman lo apuntado en el apartado a).

Los saldos deudores de doce clientes de una empresa en miles de
pesetas son:
120, 25, 131, 32, 117, 27, 142, 30, 130, 122, 28, 25

Representa graficamente estos datos. Calcula su media y desvia-
cion tipica, explicando por qué es grande la desviacion tipica.

saldo deudor
I o
o o
T T

a1
o
T

1234567 89101112

n° cliente

X = 77,4 miles de pesetas; s = 49,97
Los valores estan muy dispersos respecto del valor medio, de ahi el alto valor
de la desviacién tipica

A dos grupos de ocho profesores de letras (grupo A) y de ciencias
(grupo B) se les ha planteado un test de cultura general con cien pre-
guntas, arrojando el siguiente nimero de contestaciones acertadas:

Grupo A | 46 | 48 | 49 | 50 | 50 | 51 | 52 | 54
GrupoB | 10 | 18 | 30 | 50 | 50 | 70 | 82 | 90

Halla para cada uno de los grupos la media, moda y mediana, asi
como la desviacion tipica. Interpreta los resultados.

Grupo A: X =50; M, =50; M, =50; s=23

GrupoB: X =50; M, =50; M,=50; s=275

Aunque la observacion de la tabla ya indica la dispersion, los coeficientes de
variacion son: V, = 4,58%; Vg = 55%.

La serie B es mucho mas dispersa que la A.
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De una muestra de 75 pilas eléctricas, se han obtenido los siguien-
tes datos sobre su duracion en horas:

Duracion |[25, 30[|[30, 35[|[35, 40[|[40, 45[|[45, 55[|[55, 70]
N° de pilas| 3 5 21 28 12 6

a)Representa graficamente estos datos.

b) Obtén el porcentaje de pilas que, en dicha muestra, duran menos
de 40 horas.

c) Tomando los centros de los intervalos, calcula la media y la va-
rianza de la duracion.

a) =
C 6}
d:.) —
: 5
(%)
s
[
g 3
5 2tk
c
o 1}
° ——
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
duracién
b) El 38,7%

c)x=42,63; s=7,98

En un grupo de sociologia se han obtenido las siguientes puntuacio-
nes en un test de habilidad mental:

50 23 45 36 56 34 56 67 45 34 23 45 23 67 54 21 34 43 12
78 36 49 53 27 66 31 45 22 33 44 48 53 57 77 31 23 47 52
33 37 64 21

Comprobar si en el intervalo Ix—s, X +5s[ seencuentra aproxima-
damente el 68% de los datos.

[Xx —s, X +s] =[26,8, 55,7].

Como N = 42y hay 28 puntuaciones entre 27 y 58, éstas suponen un 66,7 %
de los datos.

Del ayuntamiento de cierto pueblo se han obtenido los siguientes
datos sobre el nimero de fincas agricolas en relacion con la super-
ficie explotada:

uperficie (en Ha.) N° de fincas
[0-5] 2
[5-10[ 10
[10 - 15] 3
[15 - 20[ 4
[20 - 25] 1
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a)Calcular la superficie media de explotacion, la moda y la media-
na.

b) Calcular los cuartiles de la distribucién, explicando lo que signi-
fica cada uno.

a) x=10,5; intervalo modal [5, 10[; M, =0

b)C,; =65 Cy=M,=9; Cg3=15

Por debajo de 6,5 ha esta el 25% de las fincas; la mitad de las fincas tienen

una superficie menor o igual a 9 hay el 75% de las fincas tienen una super-
ficie menor o igual a 15 ha.

Entre 6,5 y 15 ha (el recorrido intercuartilico ) se halla el 50% de las fincas.

Se dice que el precio de un determinado automévil esta en el per-
centil 70 de los precios de todos los automoéviles que se ofrecen en
el mercado. ¢Qué quiere decir esto?

Quiere decir que el 70% de los automoviles tienen un precio menor o igual
que dicho automdvil.

Se pregunto a 62 personas cuanto tiempo habian dedicado a ver la
television durante un cierto fin de semana. Los datos obtenidos son
los siguientes:

Tiempo en horas N° de personas
[0-0,5] 10
[0,5-1,5] 10
[1,5-2,5] 18
[2,5-4] 12
[4-8] 12

Dibujese el histograma de frecuencias. Hallese la media, la media-
na y la desviacion tipica.

20 |—

—_
(é)]
T

o
T

densidad frecuencia
)

051152253 4 5 6 7 8

tiempo (horas)

X = 2,6 horas; M, =1,1hora; s=1,93
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El departamento de contabilidad de una determinada empresa
registro en el mes de mayo de 2008 los siguientes datos relativos a
la percepcién neta de sueldos, en euros, para sus empleados:

Haberes Netos N° de empleados
1400 2
1700 14
2000 31
2300 22
2600 15
2900 3
3500 1

Calcular la media, mediana y moda de la distribucion de sueldos.

X =2163,64 €, M,=2000; M, =2000

Obténgase el primer cuartil, el séptimo decil y el percentil 53 en la
siguiente distribucién:

X n
[2-6] 17
[6-10[ 12
[10-15] 11
[15-25] 8
[25-32[ 5
[32-40[ 16
[40-45] 29

C,=85; D, =39, 8 Pg=305

Tras realizar una prueba a 20 personas, las puntuaciones obtenidas,
agrupadas en intervalos, han sido:

Intervalo [0,2[ | [2,4[ | [4,6[ | [6,8[ |8, 10]
N° de personas 2 4 8 5 1

Hallar la media, mediana y varianza de la distribucion.

X=49 M, =5; s?2=4,19

Se ha controlado el peso de 50 recién nacidos, obteniéndose los
siguientes resultados:

Peso Kg N° nifos
[2,5; 2,8] 2
[2,8; 3,1[ 2
[3,1; 3,4[ 4
[3,4; 3,7[ 10
[3,7; 4] 16
[4; 4,3] 10
[4,3; 4,6] 6
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Se pide:

i) Representar graficamente estos datos eligiendo el sistema mas
adecuado.

ii) ¢ Cuantos de estos recién nacidos pesan por debajo de la media?

15|

n° de nifos

25 28 31 34 37 4 43 46
peso (kg)

Como x = 3,79, el n° de nifios que pesan por debajo de la media es 18.

Los datos que aparecen en la tabla siguiente se han obtenido en un
estudio del precio medio del menu en 60 restaurantes. Hacer un dia-
grama de barras expresando la frecuencia de cada intervalo de pre-
cios. Calcular la media, la moda y la desviacion tipica.

Euros Frecuencia

12-15 12
15,01-18 4
18,01-21 2
21,01-24 4
24,01-27 8
27,01-30 5
30,01-33 16
33,01-36 9

15}

S

g 1o}

]

=

3]

2 st

12 15 18 21 24 27 30 33 36
precio

x =2530<€.
Intervalo modal [30,01; 33,00]

s=7,65¢€.
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Un jugador de baloncesto tiene dos ofertas para la proxima tempo-
rada en equipos de categorias similares.

Al consultar la informacién de la pasada liga, observa que los com-
ponentes del equipo A tienen una media de 18 puntos con desvia-
cion tipica de 4 puntos, mientras que en el equipo B la media es de
21 puntos con desviacion tipica de 9.

Dado que las condiciones econémicas de ambos contratos son
practicamente las mismas, el jugador decide fichar por el equipo en
el que tenga mayores posibilidades de destacar como figura. ¢Cual
debera ser la opcién elegida?

Debera optar por el equipo B pues aunque es mas irregular tiene mas proba-
bilidades de destacar con puntuaciones altas.

La distribuciéon en porcentajes de la talla de los soldados espaiio-
les en los distintos reemplazos de 1985 es:

Talla (cm) Porcentaje
menos de 150 0,1
[150, 155] 0,2
[155, 160[ 1,8
[160, 165] 8,7
[165, 170[ 22,2
[170, 175[ 30,8
[175, 180][ 22,7
180 o mas 13,5

Suponiendo que la marca de la primera clase es 145 cm. y la de la
altima 185 cm. se pide:

a) Confecciona una nueva tabla incluyendo las marcas de clase y
los porcentajes acumulados.

b) Determina los valores de Pg,, Py, Dy, D,y Cs.

c) Determina la talla media.

a) Talla Marca P .| Porcentaje
orcentaje
(cm) (x) acumulado
menos de 150 145 0,1 0,1
[150, 155[ 152,5 0,2 0,3
[155, 160[ 157,56 1,8 2,1
[160, 165[ 162,5 8,7 10,8
[165, 170[ 167,5 22,2 33
[170, 175[ 172,5 30,8 63,8
[175, 180[ 177,5 22,7 86,5
180 o mas 185 13,5 100

b) Pgy = 174,8; Py, = 182,6 (suponiendo la dltima clase la [180, 190[)
D, = 167,1; D, = 171,1; Cy=177,5

c) x =173 cm.
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Una maquina fabrica arandelas de un diametro tedrico de 25 mm.Se
realiza un control de funcionamiento de la maquina tomando al
azar una muestra de 100 piezas. Las medidas de los diametros han
dado los siguientes resultados:

Diametro n° piezas
[24,0; 24,2[ 2
[24,2; 24,4] 5
[24,4: 24,6] 11
[24,6; 24,8] 24
[24,8; 25,0[ 19
[25,0; 25,2[ 14
[25,2; 25,4] 10
[25,4; 25,6] 8
[25,6; 25,8] 5
[25,8; 26,0[ 2

a) Representa estos resultados en un histograma.

b) Calcula la media, la desviacion tipica y el coeficiente de varia-
cion.

c)Se considera que la maquina tiene un rendimiento aceptable si el

80% de las piezas tienen un diametro en el intervalo [24,5; 25,5].
¢Como calificarias el rendimiento de esta maquina?

a)

n° de piezas

24 24,2 244 246 248 25 252 254 25,6 258 26

diametro

b)x=24,9; s=04; V=1,6%
c) El intervalo [24,5; 25,5] es el rayado en la figura y le corresponden

55+ 24+ 19+ 14 + 10 + 4 = 76,5 piezas que son el 76,5% pues el
numero de piezas es 100.

La maquina tiene un rendimiento no aceptable.

Una empresa alimenticia desea comprar una maquina que empa-
quete automaticamente sus productos en paquetes de 200 gramos.
Para ello realiza diez pruebas en dos maquinas A y B obtiene los
siguientes resultados en gramos:

A | 196198 (203 (200201199205 197|200 | 201
B |200|204(203| 196|200 |201|200 (194|206 | 196
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a) Halla la media y la desviacion tipica y el coeficiente de variacion
de cada maquina.

b) ¢Cual crees que debe seleccionar?

a) Maquina A: x =200; s=2,57: V=1,28%

Maquina B: x =200; s=3,61: V=18%

b) La maquina A tiene menor dispersion y, por tanto, es la que se deberia
seleccionar.

Tema 10 Estadistica Unidimensional 137



Tema 11 DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES.
REGRESION Y CORRELACION

B calcula las medias, las varianzas, las desviaciones tipicas y la
covarianza de las dos distribuciones siguientes:

Ax[1]2]34]s
vi| 3|5 |7 ]09]1

b)x,2[-1]o 135

Yil4]2 |11

a)x=38s =14% s2=2 y=7s,=283 s, =8 Sy =4

7
b)X=1s, =238 s7=567 y=283s, =177;s; =314 s, =217

Calcula e interpreta el coeficiente de correlacién de las tablas del
ejercicio 1.

a) r= 1. La dependencia es funcional, es la recta y = 2x + 1.
b) r=0,52. La correlacién es directa y débil.

Con la tabla b) del ejercicio 1 calcula y dibuja la recta de regre-
sion de y sobre x. Para un valor de x = 5,5, obtén el valor estima-
do de y.

y = 2,45098 + 0,38235x
y(5,5) = 4,5539

n En el cuadro siguiente tienes la superficie en km?2 y la poblacién de
10 provincias espaiolas. Estudia su posible correlacion.

Provincia Poblacién Superficie
Alava 179 869 3 047
Albacete 341 812 14 858
Badajoz 754 454 21 657
Burgos 362 787 14 269
Cadiz 878 518 7 385
Cuenca 266 590 17 061
Girona 394 786 5 886
Huelva 401 549 10 085
Lugo 458 197 9 803
Toledo 488 599 15 368

r= 0,228 la correlacion es escasa
Observando la nube de puntos obtendriamos la misma conclusion
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Superficie A

20 000

10 000

1000

>
O [100 000 500 000 Poblacion

Vamos a buscar la relacion entre la densidad de algunas sustancias
expresada en (g/cm3) y su calor especifico expresado en cal/g. °C.

Calcula el coeficiente de correlacién lineal.

: . - r =-0,57 débil y negativa
Sustancia Densidad  |Calor especifico
Agua 1 1
Hielo 0,92 0,5
Aluminio 2,69 0,217
Hierro 7,85 0,113
Plata 10,42 0,057
Oro 19,3 0,032
Plomo 11,005 0,031
Niquel 8,8 0,106
Cinc 7,1 0,093
Cobre 8,9 0,092
Estafo 7,29 0,054
Hidrégeno 0,07 3,4

Considerar la serie estadistica bidimensional

x | 2 1] 0 1 | 23
y | 7| -4 | 1] 2 | 58

Calcular:
a) Las rectas de regresion.
b) El coeficiente de correlacion.
c) Interpretar el resultado.
a) recta de regresion de y sobre x
y=258x-1,24
recta de regresion de x sobre y
x=0,39y + 0,48
b) r=0,99. El coeficiente nos indica que la correlaciéon es muy fuerte y positiva
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Idem, para la serie:
x;,y) = {0, 4), 2,5), 4,3),(2,0), (5, 9}
a) y=0,11x+ 2,89
x= 0,08y + 2,54
b) r= 0,09 la correlacion es escasa o nula

Dada la distribuciéon bidimensional:

X 1 2 3 4 5
y 4 7 10 13 16

a) Dibujar la nube de puntos.
b) Comprobar que S,z( =2; Sf, =18; sxy= 6.

c) Comprobar que las dos rectas de regresion coinciden.
d) ¢Puede hablarse de una relacion funcional?

a) YA
- .
10F 1
e .
- .
S5 -~ - 3 3 :
L . o
] S
; 1 1 1 1 }
Ol 1 2 38 4 5 X

b) X=3;, s7=2, y=7 =8 Sy=25-21=4
c) y=2x+1; 2x—y+ 1 =0 recta de regresién de y sobre x
X= }’T—'l; 2x - y + 1 = 0 recta de regresion de x sobre y

d) Si, larectaes y=2x+ 1

Dada la distribucion:

X 0 0 2
y 0 2 0

a) Dibujar la nube de puntos.

b) Comprobar que 5,2( = Sf, =1y que Sxy= 0.

c) Comprobar la perpendicularidad de las rectas de regresion.
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a) vYA

2-1s, =0

2¢ - * b) 8323}/ Xy

c) recta de regresion de y sobre x, y = 1
recta de regresién de x sobre y, x = 1

<Y

La distribucion de edades y presion arterial de 10 personas es:

Edad (X) | 30 | 28 | 35 | 42 | 51 | 42 | 63| 32| 70 | 67

Tensién (Y)|11,5(11,3[12,5(13,5(14,8| 13 [16,6| 12 |16,9| 17

a) Representar la nube de puntos. ;Se puede proceder a un ajuste
lineal?

b) Calcular el coeficiente de correlacion lineal.
c) Prever la tension de una persona de sesenta ainos.

a) Y ATension Si ste ;la'uedle proceder a un
ajuste linea
y=0,14x+ 74
15 E ,,,,,,,,,,,,,,,,,
10fF
¢
sE

1

A
»
O| 510 20 30 40 50 60 70 X Edad

b) r=0,99
c) Con 60 anos la tensién sera 15,8

En las series estadisticas de los ejercicios 11 y 12 se pide:
a) Dibujar la nube de puntos.

b) Calcular la recta de regresion de Y sobre Xy representarla en la
nube de puntos.

c) Calcular el coeficiente de correlacién y comentar el resultado.

16| 28| 23| 24| 28| 29| 31| 34| 35
20| 26| 28| 32| 32| 28| 36| 41| 45
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a) YA
y=1,14x+ 0,6

>
O 5 10 15 20 25 30 35 X

Si se puede proceder a un ajuste lineal

b) y=1,14x+ 0,6
c) r= 0,87 es fuerte y positiva

68| 76| 78| 70| 74| 72| 78| 66| 86 | 82
195| 205| 190| 210| 225| 230| 190| 180| 230| 205

a) YA
y=1,02x+ 12977
230
200?
150

100

50

10 Pt
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I N 1 A -
>

Of 510 20 30 40 50 60 70 80 90 X

b) y=1,02x + 129,7
c) r= 0,36 muy débil la correlacion existente

[.a tabla adjunta proporciona las tasas de variacion interanual del
Indice de Precios al Consumo y los miles de parados registrados en
las oficinas del INEM, de los doce meses del aino 2006:

Tasa IPC | Parados Tasa IPC | Parados
Enero 4,2 2171,5 Julio 4 1955,0
Febrero 4 2169,3 | Agosto 3,7 1983,7
Marzo 3,9 2148,5 Septiembre 2,9 1966,2
Abril 3,9 2075,7 Octubre 2,5 1992,8
Mayo 4 2004,5 | Noviembre 2,6 2023,2
Junio 3,9 1959,8 Diciembre 2,7 2022,9
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Valora, con el coeficiente de correlacion lineal, el grado de depen-
dencia lineal entre la tasa del IPC y el nimero de parados.

r=0,399 = larelacién es débil y en sentido creciente.

Las tasas de variacion mensual e interanual del indice de Precios al
Consumo correspondientes a los seis primeros meses del afio 2007
se recogen en la tabla siguiente:

Variacion mensual Variacion anual
Enero -0,7 2,4
Febrero 0,1 2,4
Marzo 0,8 2,5
Abril 1,4 2,4
Mayo 0,3 2,3
Junio 0,2 2,4
Se pide:

a) Las medidas aritméticas y las desviaciones tipicas de ambas
variaciones.

b) El coeficiente de correlacion lineal entre las dos variaciones.

c) Relacionar el coeficiente de correlaciéon anterior con la nube de
puntos.

a) 0,35y 0,645; 2,4y 0,058

b) r= 0,223 relacién débil y positiva

c) Variacion anual YA
264 - - °
o - 244 @@ - Ao °
! 234 -1-1-@ | !
! ! ! | Variacion
i b !  mensual
| ! I ! ! ! | >
-07 O| 010203 08 14 X

La nube de puntos puede representarse por una recta paralela al eje de abci-
sas, y se confirma la débil relacion lineal de las variaciones mensuales y anua-
les del IPC en el primer semestre del afio 2007.
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La nota media del expediente (x) y la nota obtenida de pruebas de
acceso a la Universidad (y) de ocho alumnos elegidos al azar fueron:

x|6,2417,91|7,046,13|6,38|6,48 6,44 | 5,99
y|4,20|4,65|6,51|6,73|5,20|4,60|5,69| 3,42

Se pide:

a) Obtener el coeficiente de correlacion entre ambas variables e
interpretar el resultado.

b) Calcular la recta de regresion de y sobre x.

c) Segun el ajuste que ofrece la recta de regresion, ;qué nota seria
esperable que sacara en las pruebas de acceso un alumno con
nota media de expediente 8,31?

a) r=0,1 escasa correlacion
b) y=0,2x+ 3,8
c) y=5,46

Considera la serie estadistica bidimensional
X 2 4 5 5 8 9

y 3 3 1 3 6 4
n 2 1 3 4 2 3

a) Representa la nube de puntos.

b) Calcula el coeficiente de correlacion e indica qué significa el
valor obtenido.

c) Calcula las rectas de regresion y represéntalas en la nube de
puntos.

r=0,557; y=1,13+0,36x; x=3+ 0,858y

Una empresa dispone de los datos de la tabla

nimero de vendedores| 3 4 5 8 | 10
nimero de pedidos | 90 | 110| 140| 190| 235

Estimar el nimero de pedidos que obtendrian 9 vendedores. Indica
el método utilizado en el calculo de la estimacién y la fiabilidad de
esta estimacion.

9 vendedores tendrian un nimero de pedidos estimado de 214. Se ha utilizado
la recta de regresion y = 20,26x + 31,45.

Con un coeficiente r = 0,9, dependencia muy fuerte.

Una empresa tiene los datos de la tabla

mill. en publicidad | 1 | 2 | 3 | 4 | 5| 6| 7| 8
ventas 15|16 |14 |18 | 21| 19| 19| 21

Estima las ventas esperadas al invertir 10 millones en publicidad.

Explica la fiabilidad de la estimacion realizada. Los datos de ventas
de la tabla son también en millones.
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Ventas esperadas con 10 millones de publicidad seran 22,77 millones
r = 0,83, es una correlacion fuerte

Construye, razonadamente, dos distribuciones bidimensionales que
tengan coeficientes de correlacion cercanosaOy a 1.

M o 3 5 6 r= 0,99
y 5 8 15 19

X o 3 5 r= -0,27
y 1 8 1

Se ha realizado un estudio sobre las preferencias de las ratas con
respecto a la temperatura del agua. Un grupo de 10 ratas fue some-
tido a dos temperaturas del agua diferentes y se midio el tiempo de
permanencia en este medio. Estos fueron los resultados.

26°C/ 6| 7|8|5|9(3|6|4|7|2
30°C| 18| 3|10/ 4|7|9|2|4]|6

Calcular la covarianza y el coeficiente de correlacion. Analizar qué
tipo de dependencia existe entre las variables.

Sy = -1,28; r=-0,21

Existe una dependencia escasa

La media de los pesos de una poblacion es de 65 kg y la de las esta-
turas 170 cm, mientras que las desviaciones tipicas son de 5 kg y 10
cm respectivamente y la covarianza de ambas variables es 40.
Calcular la recta de regresion de los pesos respecto de las estaturas.
¢Cuanto estima que pesara un individuo de 180 cm de estatura?

x=0,4y - 3; x=pesoenkg; y=estaturaencm;
y=180cm — peso = 69 kg

La siguiente tabla ofrece los resultados de 6 pares de observacio-
nes realizadas para analizar el grado de relacion existente entre dos
variables X e Y.

X 2 2 3 3 3 4
Y 0] 1 1 2 4 3

Obtener:
a) Recta de regresion de Y sobre X.

b) Representacion grafica de la misma, asi como de los pares de
observaciones anteriores.

c) ¢Qué grado de relacion lineal existe entre ambas variables?
a) y=1,37x-2,038

Tema 11 Distribuciones bidimensionales. Regresion y correlacion 145



b) vA
y=1,37x-2,03
ar ®
sl A
2| <
L s b4 ‘
0 2 3 4 X

c) El coeficiente de correlacién r = 0,71 positiva y media.

Calcula la recta de regresion correspondiente a la distribucion
siguiente

Altura sobre

. 0 184 | 231 | 481 | 730 | 911 | 15650
el nivel del mar

Presion

- 760 | 745 | 740 | 720 | 700 | 685 | 650
atmosférica

¢Qué presion atmosférica habria sobre Peia Vieja (2.600 metros de
altitud aproximadamente)?

y =-0,07x + 756,40.
Presion atmosférica sobre Peha Vieja
x=2.600; y=574,4

¢Qué significa que en una distribucion bidimensional el coeficien-
te de correlacién sea 0? ;Y que sea -1?

r=0 — las variables son linealmente independientes y no estan correlacionadas
r=-1 — la dependencia lineal es funcional, pero inversa

En una muestra fiable de una determinada regién se han obtenidos
los siguientes datos:

ANO 1994 1995 | 1996 1997 1998 1999
13 20 23 25 27 31
80 80 90 100 110 110

ANO 2000 2001 | 2002 | 2003 2004 | 2005
X 36 46 55 63 70 76
120 160 180 190 200 210

(X = n° de telespectadores en miles. Y = n° de enfermos mentales).
Calcular el coeficiente de correlacion.

¢ Se puede inferir de este resultado que la television altera la salud
mental de los telespectadores? ¢Se puede deducir que en esa
region compran televisiones una vez que se han vuelto locos?
r=0,99. Son dos variables que aunque su correlacion sea alta no tienen nin-
gun tipo de dependencia.
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Una compaiiia desea hacer predicciones del valor anual de sus
ventas totales en cierto pais a partir de la relacion entre éstas y la
renta nacional. Para investigar la relacion cuenta con los siguien-
tes datos:

189 190| 208 | 227 | 239 | 252 | 257 |274 |293 | 308 | 316
402|404 | 412| 425|429 | 436 | 440 447 |458 | 469 | 469

donde X representa la renta nacional en millones de délares e Y
representa las ventas de la compaiia en miles de doélares en el
periodo desde 1995 hasta 2005 (ambos inclusive).

Se pide:

a) Obtener la recta de regresion de Y sobre X. Brevemente: ¢qué
representa esta recta?

b) Calcular el coeficiente de correlacion lineal entre X e Y e inter-
pretarlo.

c) En 2006 se espera que la renta nacional del pais sea 325 millones
de doélares. ¢Cual sera la prediccion para las ventas de la compa-
fiia en este afno?

a) y=0,53x + 301,67
b) r= 0,998 es una correlacion muy fuerte y positiva
c) y = 473,92 millones de ddlares, siendo x = 325 millones de doélares

Se han medidos los pesos y tallas de 5 personas, obteniéndose los
siguientes datos:

Peso (x) kg 50 55 55 60 60
Talla (y) cm | 150 | 160 | 170 | 180 | 190

Calcular la recta de regresion de y (talla) sobre x (peso). ¢Cual es la
talla esperada para una persona que pese 62 kg?

y=23857 x-30,18 six=62kg; y=191,16 cm

Durante cinco aios, los Juzgados de Madrid tramitaron los siguien-
tes casos de separaciones y divorcios:

Separaciones |2 357 |2 586 |2 689 |3 073 |2 821
Divorcios |4 000|3 428(2903|2 7112 910

Representar la nube de puntos de esta tabla y calcular el coeficien-
te de correlacion lineal de las dos variables (nimero de separacio-
nes y nimero de divorcios). Interpretar el resultado. Ajustando una
recta de regresion lineal, ¢cuantas separaciones se prevé que se
produzcan en un determinado ano, sabiendo que hubo 3.600 divor-
cios? Dibujar la recta ajustada.
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Y A Separaciones
4000 f y=-0,47x+ 4 193,05

3 000

2000

1000 |-

500 |-

>
>

O | 5001000 2000 3000 4000 X Divorcios

r=-0,92 es una correlacién fuerte y negativa
y=-0,47x + 4193,05 recta de regresion
x = 3600 divorcios;  y = 2501 separaciones

Una asociacién dedicada a la proteccién de la infancia desea estu-
diar la relacion entre la mortalidad infantil en cada pais y el niame-
ro de camas de hospital por cada mil habitantes. Para ello, posee
los siguientes datos sobre diez paises concretos que pueden con-
siderarse representativos del resto:

X |50 |100| 70 | 60 |120 | 180|200 |250| 30 | 90
5 2 125|375 4 1 11,25(0,75| 7 3

donde X representa el nimero de camas por cada mil habitantes e
Y el tanto por ciento de mortalidad infantil en el pais correspondien-
te. Se pide:

a) Calcular razonadamente la media y la desviacién tipica de X.
b) Calcular razonadamente la media y la desviacion tipica de Y.
c) ¢Qué distribucion esta mas dispersa? Razona la respuesta.
d) Calcular el coeficiente de correlacién lineal e interpretarlo.

a) X =115 s, =6859
b) ¥ =3,03 s,=187

c) Esta mas dispersa «y», calculando los coeficientes de variacion de ambos
CV(x) =60%, CV(y) =62%

d) r = -0,82 es una correlacion fuerte y negativa, luego al aumentar el n° de
camas, disminuye el indice de mortalidad

La creciente inclinacion de la torre de Pisa ha generado numerosos
estudios sobre su futura estabilidad. En la tabla siguiente se presen-
tan las medidas de su inclinacion durante los afos 1978 a 1987. Los
afos se han codificado a las dos ultimas cifras y los de la inclinacién
como décimas de mm por exceso de 2,9000 m, de forma que la incli-
nacion en el afio 1978, que fue de 2,9667 aparece en la tabla como 667.
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Afo | 78 |79 |80 | 81 | 82|83 |84|85| 86| 87
Incl. |667|673|688|696|698| 713|717 |725|742|757

a) Representa graficamente estos datos. ¢Crees que la inclinacién
de la torre tiene una tendencia lineal que crece con el tiempo?

b) Calcula la recta de minimos cuadrados de la inclinacién sobre el
tiempo.

c) En 1918 la inclinacién de la torre era de 2,9071 m. ¢Cual seria el
valor ajustado segiin la recta que has obtenido en el aparatado b)?
¢Cual crees que es la causa de la diferencia entre ambos valores?

a) Y A Inclinacién

O 78 79 80 85 87 X

b) y=9,45x- 71,64

c) en 1918; x = 18, y = 98,46 luego la inclinacién seria 2,9098 segun la recta
de minimos cuadrados. La diferencia se debe a que la recta de minimos
cuadrados proporciona un valor esperado.

Se han hecho dos pruebas de Historia a un grupo de 10 alumnos de 2°
de ESO para valorar sus conocimientos. Los resultados obtenidos son:

Alumno| 1 2 3|4 |5|6|7 89|10
A |14 (12 |15 (12 (183 |12 (17 |7 | 9 |14
B |14 |13 |17 |15 |16 |12 |22 |10 |14 |20

Calcular la covarianza y el coeficiente de correlaciéon. ¢Existe
dependencia entre ambas pruebas?

Sy = 7,65; r=0,81

Existe una dependencia fuerte y positiva

Cinco niias, de 2, 3, 5, 7 y 8 afos, pesan respectivamente, 11, 13, 21,
25y 30 kg.

a) Hallar la ecuacion de la recta de regresion del peso sobre las
edades.

b) ¢Cual seria el peso estimado para una nifia de 6 afios?
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a) y=5,16x+ 4,22
b) x = 6 afnos; y=35,18 kg

Dada la distribucion bidimensional (X, Y):

X 5 6,5 8 4 3
Y 4,5 7 7,5 5 3,5

a) Calcular el coeficiente de correlacion lineal, interpretando el
resultado.

b) Determinar la recta de regresion de Y sobre X.

c) Hallar el punto donde se cortan las dos rectas de regresion.
a) r= 0,94 es una correlacién fuerte y positiva

b) y=0,8x+ 1,23

c) (4,82; 5,08)

Calcular la ecuacion de la recta de regresion correspondiente a la
distribucion:

1,1, @,2), (5,4), (6,5), (8,5, (9,8), (11,9), (14,9)
Dibujar posteriormente la nube de puntos y la recta de regresion.
y=0,69x + 0,48

YA
y=0,69x+ 0,48
10
R T o~ -0
I o i
F--" "o e d !
sk e I
I o
F-—e7® !
1Le ' I L I
—_— ) N IS T T T T Y I | ;
O] 1 5 10 14 X

La tabla siguiente muestra el nimero de gérmenes patoégenos (en
miles por centimetro ciibico) de un determinado cultivo, segin el
tiempo transcurrido. Calcula una recta de regresion para predecir el
nimero de gérmenes por centimetro cibico en funcion del tiempo.
¢cQué cantidad de gérmenes por centimetro cubico es predecible
encontrar cuando hayan transcurrido seis horas? ¢Es buena esa
prediccion?

N° horas 0 1,2 (34|65
N° gérmenes 20| 26 |33 |41 | 47 | B3

y=6,72x + 19,86 recta de regresién
x = 6 horas, y = 60,18 gérmenes por cm3

Es muy buena la prediccién porque r = 0,99
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Se observaron las edades de 5 nifnos y sus pesos respectivos, obte-
niéndose los siguientes resultados:

Edad, en anos (x) 2 4.5 6 7,2 8
Peso, en Kg (y) 15 19 25 | 33 | 34

a) Hallar el coeficiente de correlacion y las rectas de regresion de Y
sobre Xy de X sobre Y.

b) ¢cQué peso correspondera a un niio de 5 afios? ¢;Qué edad
correspondera a un peso de 36 Kg?

a) r=0,97
y=3,4x + 6,36
x=0,27y-1,38

b) x =5 anos, y= 23,36 kg
y =36 kg, x=8,34 afos

Una Compaiiia Telefénica esta interesada en efectuar previsiones
sobre sus ingresos en los proximos afos, para lo que toma como
referencia la informaciéon disponible en una determinada zona
sobre el nimero X de lineas en servicio y el total de ingresos en
miles Y por operaciones, para los tultimos 9 aiios:

Zx,. = 8055 s,=110

1

Y.v; = 336600 S,=1120

i

Y.x;y; = 302335110
i

Obtener, a partir de esos datos, el coeficiente de correlacion lineal
e interpretar el resultado.

Calculando la recta de regresion de Y sobre X, ¢cuales seran los
ingresos esperados por la Compaiiia el préoximo afo, si el nimero
de lineas en servicio va a ser de 1 200?

r= 0,97 la correlacion es fuerte
recta de regresion y = 9,9x + 28539,5
x= 1200 = y = 40419,5 ingresos

Representa de forma aproximada una nube de puntos que corres-
ponde a una distribuciéon bidimensional segin los siguientes valo-
res del coeficiente de correlacion lineal:

a) r=0,95; b) r=-0,02; c) r =-0,93
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a) yA
., r=095
L
0 X
B) YA
.’: . '., r=-0,02
0 X
9 vy
. r=-0,93
. '. .
o X

Justifica si es posible que las rectas de regresion de y sobre xy
de x sobre y en una distribucion bidimensional sean 2x + 3y = 7;
2y - 3x = 22.

No son posibles, pues una de las rectas es creciente y la otra decreciente,
mientras que las pendientes de las dos rectas de regresion deben tener el
mismo signo.

Calcula las pendientes de las dos rectas de regresion en una distri-

bucién bidimensional, sabiendo que S, =-20; S2 = 10; S, = 40.
Regresiéon Y sobre X: pendiente = -2
Regresién X sobre Y: pendiente = -0,5
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Tema 12 PROBABILIDAD

a) ¢Cual es el espacio muestral en el experimento de lanzar dos
dados?

b) En el experimento de lanzar un dado y una moneda, escribe el
espacio muestral E.

aE={1,1(1,2..(1,6)2,1)...(2,6)...(6,1) ... (6, 6)}. Consta de 36
elementos o sucesos elementales

b) E={(1,+) (2, +) ... (6, +) (1, ¢) (2, ¢) ... (6, c)} consta de 12 elementos
0 sucesos elementales

Al lanzar un dado, indica cuales son los sucesos contrarios de:
a) obtener nimero par

b) obtener mas de 3

c) obtener 2

d) obtener niimero primo

e) obtener4 6 6

f) obtener menos de 7

a) obtener un nimero impar

b) obtener menos o igual que 3
c) no obtener 2

d) obtener nimero compuesto
e) no obtener 4 ni 6

) el contrario es obtener una puntuacién mayor o igual que 7 que es el suce-
so imposible

Sean los sucesos: A = «ser varén», B = «tener los ojos marrones»,
C = «ser mujer» y D = «tener los ojos azules». ;Qué parejas de suce-
sos son incompatibles?

Son incompatibles: Ay C; By D

Observa la figura y escribe los elementos de E, @, By de A -B.

e A B E E={a b, c,de,f}
P =E
a B={ade,fl
d f A-B =1{b,c, d, e, f}

Un alumno fabrica un dado y parece que no esta muy bien construi-
do, para comprobarlo lo lanza 25 veces y obtiene los resultados
siguientes:

6,4,4,1,3,2,5,5,1,3,5,4,5,1,3,5,3,5,2,5,1,3,4,4,3
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a) Calcula la frecuencia de cada puntuacion.

b) Si con el mismo dado tuvieras que apostar, ¢a qué nimero o
nimeros lo harias?

a = X
) Puntuacion | Frecuencia

4

D0 [WIN|[—
= |Njo|o(N

b) se deberia apostar por el 5

En el lanzamiento de tres monedas, halla la probabilidad de los
sucesos siguientes:

a) A = {obtener tres caras}

b) B = {obtener al menos una cruz}

c) C = {obtener mas caras que cruces}

d) D = {obtener tantas caras como cruces}

e) E = {obtener al menos dos caras}

Como E = {ccc, cc+, c+c, +cc, C++, +C+, ++C, +++}

—_

a) PA) = 2 b)P(B):% c)P(C):%:% d) P(D) = 0 e)P(E):%

Se pide a dos nifios que escriban, por separado, una de las cinco
vocales. ¢Cual es la probabilidad de que escriban la misma?

p= 1
5

Hallese la probabilidad de que al lanzar dos dados ordinarios se
obtenga: a) suma 3; b) suma 10; c) suma mayor que 5; d) diferencia
(en valor absoluto) 3; e) diferencia 0; f) diferencia 6.

a)P=l b)p:l c)P=§ d)P=l e)P=

HDP=0
18 12 4 6

YN

En una clase de 21 chicas y 19 chicos se rifan dos entradas para un
concierto. Halla la probabilidad de que correspondan a: a) dos chi-
cas; b) dos chicos; ¢) una chica y un chico.

Hpo21.20_ 7
40 39 26

by p_19.18_ 57
40 39 260

¢) P= 21 19 19'21 138

- — =
40 39 40 39 260
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Calcula la probabilidad de que una matricula de coche de cuatro
digitos: a) conste sélo de cifras impares; b) termine en 23; c) sea
multiplo de 4; d) tenga sus cuatro cifras iguales.

4
a)P = (l) -00625 b)P= —— =0,1
2 100

OP=_1" ~0004 d)P=_'_ =000
250 1000

Sea el experimento de extraer una carta de una baraja de 40 y los
sucesos S = {extraer un 7}; B = {extraer un basto}; F = {extraer una
figura}. Calcular P(S), P(F), P(S U F), P(S u B).

P(S)=—o; P(F)=-=i P(SUF)=2; P(SUB)=

13
40

¢Cual es la probabilidad de elegir una ficha del dominé que sea
multiplo de 3 o mayor que 8?

7 6 1 3

o8 28 28 7

En una ruleta de 36 nimeros, sin el cero, halla la probabilidad de:
M = {obtener miiltiplo de 2 o de 7}; V = {obtener mas de 20 o mas
de 25}; R = {obtener rojo o negro}

7. _4 -
P(M) = = P(V) = o P(R) =1

Deduce la férmula correspondiente a la probabilidad de la unién de
3 sucesos, tanto en el caso de sucesos compatibles como en el de
incompatibles.

Caso de sucesos compatibles:

PAuUBuUC)=PA) +PB) +PC)-PANB)-PANC)-PBnNC) +
+P(ANnBNC)

Caso de sucesos incompatibles:

P(AuBuUC)=P(A) + P(B) + P(C)

Sea el suceso S = {obtener al menos una cara}, en el experimento
de lanzar dos monedas. Obtén P(S) a través de la probabilidad del
suceso complementario y compruébalo después directamente
sobre el espacio muestral.

El espacio muestral es E = {(c, ¢) (c, +) (+, ¢) (+, +)}

1
P(S) = 1 — P (no obtener ninguna cara) = 1— i
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Halla la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja espa-
nola de 40, resulte ser un as y calcula como se modifica si antes de
verla te dicen que:

a) sali6 sota b) no salié una sota
c) salio copa d) no salié copa
a)P=0 b) P = 4 = 1
36 9
1 3
c)P=— dP=—
) 10 ) 10

En el experimento de sacar dos cartas de una baraja de 40, sean los
sucesos 2C = {extraer las dos cartas del palo de copas}; 2NC =
{extraer dos cartas que no sean de copas}.

Halla la probabilidad de ambos:
a) sin devolucion;
b) con devolucioén.

c) ¢Es razonable que la suma en cada apartado no sea 1? Busca
el suceso que falta, halla su probabilidad y calcula la suma de

las tres.
1 29 2
a) P(2C) = _O.izi; P(2NC) = @_92_9
40 39 52 40 39 52
10 10 1 30 30 9
b)P(QC)—E 20°-16 P(QNC)_E 0°78

En ambos casos falta el suceso «Extraer una carta que sea copa y la otra no»
cuya probabilidad es:

Ena)P= 2 enb) P =
13

| w

En una clase de Bachillerato hay 19 chicos y 16 chicas, de ellos 4
chicos y 3 chicas son zurdos y el resto diestros. Construye la tabla
de contingencia y calcula las probabilidades siguientes:

Seleccionado un alumno al azar.

a) Probabilidad de que sea chico.

b) Probabilidad de que sea chica y zurda.

c) Probabilidad de que sea zurdo.

d) Sabemos que es chico, ¢cual es la probabilidad de que sea diestro?

chicos chicas total
zurdos 4 3 7
diestros 15 13 28
total 19 16 35
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ayp=12 b)P=_2
35 35
15
7 1 . P(D nchico) 35 15
p=7_1 P(D/Chico) = ———~o1¢0) _ 35 _ 1>
OP=2%=3 ) PD/Chico) = =5 ice)y ~ 19 ~ 19

35

En una ciudad el 55% de la poblacién en edad laboral son hombres;
de ellos, un 12% esta en paro. Entre las mujeres el porcentaje de
paro es del 23%. Si en esta ciudad se elige al azar una persona en
edad laboral. ¢Cual es la probabilidad de que esté en paro?

P=0,55-0,12 + 0,45 - 0,23 = 0,1695

Una caja A contiene 3 bolas blancas y 2 negras y otra B, 2 bolas
blancas y 8 negras. Se lanza al aire una moneda. Si sale cara se
saca una bola de la caja Ay si sale cruz de la caja B. Hallar la pro-
babilidad de sacar una bola negra.

Una caja A contiene tres bolas blancas y 2 negras y otra B, 2 bolas
blancas y 8 negras. Se lanza al aire una moneda. Si sale cara se saca
una bola de la caja Ay si sale cruz de la caja B. Calcular la probabi-
lidad de que haya salido cara, sabiendo que la bola ha sido blanca.

3
— X
pP-— 9 2

+

oo —

N =
—_
o
N =

3
4

Se tienen las urnas U y M. La urna U contiene 6 bolas blancas, 4
negras y 2 rojas.

La urna M contiene 3 bolas blancas y 7 negras.

Se lanza un dado al aire, y si aparece un naumero miltiplo de 3 se
saca una bola de la urna U, en caso contrario, se saca la bola de la
urna M. Hallar las probabilidades siguientes:

a) Que salga una bola blanca.
b) Que salga una bola negra.
c) Que salga una bola roja.

11 2 3 11

Pl LI . L

a) P(Blanca) = 35+ 330 = 30

11 2 7 92

= — = — ==

b) P(Negra) = 53+ 370 = 45
11 1
¢) P(Roja) = ~ -~ = —
) PRoja) = 55 =18
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Cada cara de un dado esta marcada con una de las letras de la pala-
bra COMICO. Si se lanza 4 veces, halla la probabilidad de que se
forme la palabra:

a) COCO b) MICO c) COMO
a) L by o
81 324 162

En una bolsa hay 10 caramelos de menta, 13 de fresay 12 de limén.
Se extrae uno al azar. (Cudl es la probabilidad de que: a) sea de
fresa; b) sea de limoén; c) no sea de menta.

Si se extrae uno y, sin devolverlo, se extrae otro, ¢cual es la proba-
bilidad de obtener:

d) el primero de menta y el segundo de fresa
e) los dos de limoén
f) ninguno de limén

18 12 s 18 ee 258
35 35 7 119 595 595

De una baraja espafnola de 40 cartas se extraen 4 sin devolver. Cual
es la probabilidad de que:

a) sean los cuatro ases?

b) los tres primeros sean ases y el cuarto no?

c) sean los cuatro del palo de oros?

d) los dos primeros sean oros y los otros dos no?

1 b) 37 ) 21 d) 1305
91390 66 690 ¢ 9139 36556

a)

Se lanzan dos dados, pero a uno de ellos se le ha puesto un punto
mas en la cara del 2, transformandolo en otro 3. ;Cémo varian las
probabilidades de obtener cada una de las 11 sumas posibles?

1 1 2 5 5
P@=—; P@=—; P@4)=-=; PBE=—; P6)=—;
(2) %6 @) %6 (4) %6 (5) %6 (6) 36

6. _ 9. _ 5. _ 3. _ 2.

P(7) = %6 P@®) = %6 P(9) %6 P(10) %6 P(11) %

1
P(12) = —
(12) = =2

Después de lanzar muchas veces dos dados octaédricos con sus
caras numeradas del 1 al 8, se observa que la frecuencia de la suma
16 es 0,14. ;:Deben tomarse los dados como correctos?

No, pues cabe esperar suma 16 con probabilidad L 0,016.
64
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Entre los 1 000 televisores que ha vendido una fabrica, ha tenido que
reparar después 32 por averia de audio y 48 por averia de video,
mientras que 923 no han pasado por el taller. Seleccionado un tele-
visor al azar ¢cual es la probabilidad de que haya sido reparado de
ambas averias?

Si A ={el TV tiene problemas de audio} y V = {el TV tiene problemas de video}

A A Total

v 3 45 48
v 29 923 952
Total 32 968 1000

La probabilidad pedida es:

PAAV) = —>_ =0,003
1000

Segiin el Servicio Meteoroldgico, en Valdemorillo hay una probabi-
lidad 0,4 de que haga frio; 0,6 de que llueva o haga frioy 0,1 de que
llueva y haga frio. ¢Cual es la probabilidad de que si estoy en
Valdemorillo me moje si salgo a la calle sin paraguas?

Sea F = {hace frio} y LL = {llueve}

F F Total
LL 0,1 0,2 0,3
LL 0,3 0,4 0,7
Total 0,4 0,6 1

Puesto que P(LL U F) = P(LL) + P(F) — P(LL n F) es decir,
0,6 =P(LL) +0,4-0,1 = P(LL)=0,3

Se lanza una moneda hasta que salga cara. Halla la probabilidad de
que esto suceda en el primer lanzamiento, en el segundo y en el ter-
cero. ¢Y en el lanzamiento n-ésimo?

1 1 2 1 3 1 n
P(1°) = 2 P(2°) = (5] ; P(3) = (5] e Pln) = (Ej

Halla la probabilidad de que al lanzar tres dados se obtenga una
suma inferior a 17.

Los casos posibles son PRy 5 = 6% =216

4 53
P(suma<17)=1-P(s=217)=1- 216 B4 pues los casos de suma mayor

o igual que 17 son 4 (6, 6, 5; 6, 5, 6; 5, 6, 6; 6, 6, 6)
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Nueve personas se sientan al azar alrededor de una mesa. ¢Cual es
la probabilidad de que dos determinadas se sienten juntas?

casos posibles: PC, = 6! = 720
casos favorables: 2 (derecha-izquierda, izquierda-derecha)

2 1
P= %20 = 360

En una bolsa hay 7 bolas numeradas del 1 al 7. Se extraen dos
simultaneamente. Halla la probabilidad de que la suma de los pun-
tos sea par.

3
P=—= 7 pues los casos posibles son C, , = 21
De 2 barajas de 40 cartas se extrae una de cada una. ;Cual es la pro-

babilidad de que sean dos oros? ;Y si las dos barajas estan mez-
cladas y se extraen 2 a la vez?

10 10 1
D P — —=—
e dos barajas separadas: 20 2016
C 1
De dos barajas mezcladas: P = 02 19
Coop 316

Una secretaria muy despistada escribe 5 cartas diferentes a 5 per-
sonas, pero mete cada carta en un sobre sin fijarse. ¢Cual es la pro-
babilidad de que todas reciban la suya?

Casos posibles: P5 = 120; casos favorables: 1; P = 1

120

En ocho tarjetas iguales se escribe cada una de las letras de la pala-
bra CASANOVA. Se sacan al azar 4 tarjetas sin reponer. ¢Cual es la
probabilidad de que se forme la palabra SANO?

1.2 1 1 1

“ 876 5 840

¢Cual es la probabilidad de que al extraer la primera bola de un
bingo, resulte miltiplo de 3 6 de 5?

Mdltiplos de 3: 30
Multiplos de 5: 18
Multiplos de 3 y de 5: 6 (son los multiplos de 15)

3 18 6 _42_7

PBuU5)=P(@3)+P(5)-P@3n5)= 50796909018

160 Probabilidad ~ Tema 12



80 de los 100 asistentes a un congreso hablan inglés y 40 francés.
Elegidos dos al azar, ¢cual es la probabilidad de que necesiten intér-
prete para entenderse?

Es evidente que 20 congresistas hablan ambos idiomas.

Si F = {ambos hablan francés} e | = {ambos hablan inglés}

C C C
esPFUl)=PF) +P() -PF nl)= =202 , 402  _~202 _
C1oo,2 C100,2 C100,2

25
33

Para elegir a un muchacho entre tres se prepara una bolsa con dos
bolas negras y una blanca. Los tres van sacando, por orden, una
bola que no devuelven. Quien saque la blanca, gana. ;Quién lleva
mas ventaja, el primero, el segundo o el tercero?

Todos tienen la misma probabilidad = %

Se lanzan cuatro monedas y se sabe que han salido por lo menos dos
caras. ¢Cual es la probabilidad de que en total haya exactamente: a) 3
caras; b) 4 caras?

Los casos posibles son 11: {cc+c, c+c+, c++cC, +C+C, ++CC, +CC+, CCC+,
cc+c, c+ce, +cce, ceccl

1

a) P(3 caras) =% b) P(4 caras) = ¥

¢Cual es la probabilidad de que una quiniela de fatbol de 14 resul-
tados tenga 14 unos?

a) Si el 1 tienen probabilidad 0,5 en cada partido;
b) Si los tres resultados 1, X, 2 son equiprobables.

114 114
el el

¢Verdadero o falso?

a) Un suceso posible es siempre compatible consigo mismo.

b) El suceso seguro es compatible con cualquier suceso posible.
c) La unién de dos sucesos imposibles es un suceso posible.

d) Sidos sucesos son incompatibles, su union es el suceso imposible.
a) verdadero b) verdadero c) falso d) falso

En el lanzamiento de dos dados, averigua cuales de las siguientes
parejas de sucesos son dependientes y cudles independientes:

a) (obtener suma 8); (obtener diferencia 0).

b) (obtener suma mayor que 10); (obtener 6 en el primero).

c) (obtener suma par); (obtener diferencia par).

d) (obtener par en el primero); (obtener impar en el segundo).
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a) Si A = {obtener suma 8} es P(A) = % y B = {obtener diferencia cero} es

El suceso A n B tiene P(A N B) = % (obtener 4 y 4) como
P(A n B) # P(A) - P(B), entonces A y B son dependientes
b) A = {obtener suma mayor que 10} es P(A) = % y B = {obtener 6 en el pri-

mero es P(B) = 6
36

A N B = {suma mayor que 1°y 6 en el primero}, P(A N B) = %

Como P(A n B) = P(A) - P(B), A y B son dependientes

Suponiendo todos los meses de 30 dias, hallese la probabilidad de
que los cumpleaiios de tres hermanos sean:

a) el mismo dia del aiio,

b) los tres en fecha diferentes,

c) los tres en el mismo mes,

d) cada uno en un mes diferente,

e) los tres en marzo

f) ninguno en mayo

g) dos en la misma fecha y el otro, otro dia.

2
_( 1 359 358
a)P—(—j b)P= 22 .22 ~ 0,99
360 ) 360 360 '
2
oP=(lj gp=110_55
12 12 12 72

3 3
e)P:(L) fP = (H)
12 12

g P=——.3 _ 00008

360 360

Una bateria antiaérea esta compuesta por tres cafiones, cuya proba-
bilidad de acertar en el blanco es de 0,4 cada uno por separado.
¢Cual es la probabilidad de que al lanzar cada uno un disparo:

a) la bateria alcance el blanco?

b) la bateria falle?

c) los tres den en el blanco?

d) acierten primero y segundo, pero falle el otro?
e) acierte uno de ellos y fallen los otros dos?
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ayP=04+06-04+06-06-0,4=0,784

b) P=1-0,784 = 0,216

c) P =(0,4) = 0,064

d)P=04-04"0,6=0,096
e)P=04-06-06+06-04-06+06"-0,6"0,4=0,003

Un examen consta de tres partes: teoria, cuestiones y problemas.

La preparacion de un alumno es tal que tiene una probabilidad 0,8
de aprobar cada parte. ¢Qué probabilidad tiene de aprobar si:

a) las partes son eliminatorias?

b) bastan dos partes para aprobar?

c) basta una parte para aprobar?

a) P =(0,2)% = 0,008

b) P = (0,2)2 + (0,2)2- 0,8 + (0,2)2 - 0,8 = 0,104
c)P=02+08-02+08-0,8-0,2=0,488

Utilizando un diagrama de arbol, hallese la probabilidad de obtener
mas de una cara al lanzar tres veces una moneda.

*)
*)

Los caminos indicados con (*) contienen mas de una cara. Al ser cuatro, la

probabilidad es P = 4 = 1
8 2

Calcula la probabilidad de que al levantar una ficha de un dominé se
obtenga un miiltiplo natural de 4 o una suma de puntos mayor de 9.

; 7 1
A = {mlltiplo de 4}. P(A)= — = —
{maltip b PA=o=0
B = {suma mayor de 9}. P(B) = 4 _1
' 28 7

A B ={sumar 12}. P(A A B)= é
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11 1 10 5
PAUB)= - 4+-—-— =2
AVUB) =2+, 28 28 1a

Juego A: Se lanza un dado ordinario, si sale un seis se ganay si no,
se pierde.

Juego B: Se sacan simultaneamente dos bolas de una bolsa que
contiene 4 bolas marcadas con los nimeros 1, 2, 3y 4; si la suma de
ambos niimeros es menor que 4, se ganay si no, se pierde. ¢Cual de
los dos juegos es mas ventajoso?

Ambos juegos tienen probabilidad % de ganar.

Seis cajas contienen cada una una bola blanca; ademas, la caja n
contiene n bolas negras, n=1, 2, ..., 6. Se elige la caja n con proba-
bilidad proporcional a ny se extrae una bola. ¢Cual es la probabili-
dad de que sea blanca?

Puesto que la probabilidad de elegir una caja es proporcional al nimero de
bolas negras es:

K+2K+3K+4K+5K+6K=1 = K= -

21

Llamando P(nB) a la probabilidad de elegir la caja ny extraer una bola blanca,
sera:

P(obtener blanca) = P(1B) + P(2B) + ... + P(6B) =

11,21, 81,4 1,851,671 4o

21 2 213 214 215 216 217

En el juego de dardos, el tirador A puede dar en el blanco 4 veces
de cada 5; el B acierta 2 veces de cada 3, y el C, 3 veces de cada 4.
Hallese la probabilidad de que, al lanzar un dardo cada uno:

a) los 3 acierten b) ninguno acierte
c) al menos dos acierten d) acierten Ay B, perono C
e) acierten 2 y el otro no f) sélo acierte B
ap=4.23_2 pp= 1. 1. 1_1

5 3 4 b 3 4 60
op=24.21,418 1235 4Hhp-4.21_2

5 34 5 3 4 5 3 4 6 3 4 15

30 3 4 30

Si entre la poblacion de un determinado pais se estima que el 55%
padece obesidad, el 20% es hipertensay el 15% es obesa e hiperten-
sa, calcular las probabilidades de «ser obeso condicionado a ser
hipertenso» y «ser hipertenso condicionado a ser obeso». Justifica si
son o no independientes los sucesos «ser obeso» y «ser hipertenso».
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O = {ser obeso}; H = {ser hipertenso}

PONH) 015 3

poH) = HONH 015 3
P(H) 0,20 4
pH/0) = PONH _015 _ 3
P(O) 0,55 11

P(O nH) =0,15 # P(O) - P(H) luego O y H son dependientes

Una urna contiene 25 bolas blancas sin marcar, 75 bolas blancas
marcadas, 125 bolas negras sin marcar y 175 bolas negras marca-
das. Se extrae al azar una bola.

a) Calcula la probabilidad de que sea blanca.

b) Se extrae al azar una bola y esta marcada. ¢Cual es la probabili-
dad de que sea blanca?

75/100

100/400

300/400

1 1
a) P(Blanca) = 100 =—
400 4

100 75

b) PE/M) = M) 400 100

= 20,3
P(M) ~ 100 75 300 175

400 100 400 300

El 70% de empresas tienen errores en sus activos financieros, el
60% tienen errores en sus pasivos financieros y el 40% tienen erro-
res en sus activos y en sus pasivos financieros.

a) Obtén razonadamente el porcentaje de empresas con errores en
sus activos, en sus pasivos o en ambos.

b) De una muestra de 500 empresas, cuantas se espera que no
tengan errores ni en sus activos ni en sus pasivos financieros?

A = {tener errores en activos}
P = {tener errores en pasivos}
a) P(AnP)=P(A) + P(P)-P(AnP)=0,70 + 0,60 — 0,40 = 0,90 = 90%

b) Como 0,90 - 500 = 450 resulta que 500 — 450 = 50 empresas no tendran
errores ni en sus activos ni en sus pasivos
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La probabilidad de que un hombre viva 10 afos mas es % y la pro-

babilidad de que su mujer viva 10 afios mas es % Suponiendo que

ambos sucesos son independientes, calcular la probabilidad de que
al menos uno de ellos siga vivo después de los 10 aiios.

H = {el hombre vive 10 afios mas}; M = {la mujer vive 10 afios mas}

P(H U M) = P(H) + P(M) = P(H A M) =

Disponemos de un dado que tiene pintadas las caras de la siguien-
te forma:

Caras 1, 2, 3, 4 de color verde.

Cara 5 de color rojo.

Cara 6 de color blanco.

y de dos urnas con la siguiente composicion:
Urna I: 6 bolas con brillo, 4 sin brillo.

Urna II: 3 bolas con brillo, 7 sin brillo.

Lanzamos el dado y nos fijamos en el color de la cara: si sale verde
vamos a la urna |, si sale rojo a la urna Il y si sale blanco también a
la urna Il. A continuacién extraemos dos bolas una a una sin rempla-
zamiento. Se pide:

i) Probabilidad de que las dos bolas tengan brillo y que sean de la
urna l.

ii) Probabilidad de que las dos bolas tengan brillo.
El esquema en arbol puede ser: 519 (*)

6/10 e
419
Gy = ®
4/10 @

3/9

219
310 e G<*>
719 @
1/6

7110

®

416

3/10 e
719

7110
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ayp-4.8.5_2
6 10 9 9
b)Pzi.g.L(l.g.z).Q:u
6 10 9 6 10 9 45

Una comision delegada de un pleno de cierto ayuntamiento esta for-
mada por 10 concejales de los cuales 5 pertenecen al partido A, 4 al
partido B y 1 al partido C. Se eligen al azar y de forma sucesiva 3
personas de dicha comision. Calcula la probabilidad de que las 3
personas pertenezcan a:

a) Partidos distintos b) Al partido A c) Al partido C

ayP=—"—-'-- 6=— b)P=— ---— =— c)P=0

Se propone a Juan y a Pedro la resolucién de un problema. Se esti-
ma, en funcion de sus evaluaciones, que la probabilidad de que lo
resuelva Juan es de 1/3 y la de que lo resuelva Pedro 1/4. ;Cual es
la probabilidad de que el problema sea resuelto? ;Y de que no sea
resuelto?

J = {lo resuelve Juan}
P = {lo resuelve Pedro}

1 1 1 1 1

P P)=P P(P)-P P)=—4+—-——-=-— =—
a) POUP) () + P(P) NP 3+4 32" 2
pues J y P son independientes y P(J n P) = P(J) - P(P)

11
b)P=1-—=—
) 2 2

Sean A y B dos sucesos independientes de un cierto experimento
aleatorio, tales que la probabilidad de que ocurran ambos simulta-
neamente es 1/3 y la de que no ocurra ninguno de los dos es 1/6.
Calciilese P(A) y P(B).

P(A N B) = % =P(A) - P(B) ()

P(ANB) = % =P(AUB) =1-[P(A) + P(B) - P(A) - P(B)] =

2

= P(A) + P(B) = (**) de (*) y (**) se obtiene P(A) = 3 y P(B) =

IR\
N | —=

En una clase, el 40% aprueba Filosofia y el 50% Matematicas.
Ademas, la probabilidad de aprobar la Filosofia habiendo aprobado
las Matematicas es 0,8. Probar que la mitad de la clase suspende
ambas asignaturas y calcular el porcentaje de alumnos que, tenien-
do aprobada la Filosofia, aprueba también las Matematicas.
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Sea F = {aprueba Filosofia} y M = {aprueba Matematicas}

PFAM) PFNM)

Como P(F/M) = PM) = 05 =0,8 = P(F n M) =0,4y se puede
construir la tabla de contingencia:
M no M Total
F 0,4 0 0,4
no F 0,1 0,5 0,6
Total 0,5 0,5 1

se ve que P(noF N noM) = 0,5

P(M/F)=%=g’—:=1

El 100%

Tiramos una moneda tres veces. Hallar el espacio muestral. ¢Cual
es la probabilidad de sacar al menos dos caras?

Sean los sucesos:
E = un alumno ha estudiado
A = un alumno aprueba
E = {ccc, cc+, c+c, +cc, c++, +C+, ++C, +++}
P = (al menos dos caras) = 4 = 1
8 2

Utilizar la formula

P(A) = P(E) - P(A/E) + P(no E) - P(A/no E)

para calcular la probabilidad de que cierto alumno apruebe un exa-
men si sabemos que, habiendo estudiado, puede aprobar con pro-
babilidad 0,9; que si no ha estudiado, puede aprobar con probabili-
dad 0,2; y que estudia para la mitad de sus examenes.

Sea E = {el alumeno ha estudiado}
A = {aprueba el examen}
El arbol puede ser: 0,9

(€]

0,2

®)

0,1 @
0,5 @ 08 °
—>)

P(A) = P(E) - P(A/E) + P(no E) - P(A/no E) =0,5-0,9 + 0,5-0,2 = 0,55
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Una compaiiia de seguros hace una investigacion sobre la cantidad
de partes de siniestros fraudulentos presentados por sus asegura-
dos. Clasificados los seguros en tres clases: incendio, automoviles
y «otros», se obtiene la siguiente relacion de datos:

El 6% son partes por incendio fraudulentos; el 1% son partes de auto-
maovil fraudulentos; el 3% son «otros» partes fraudulentos; el 14% son
partes por incendio no fraudulentos; el 29% son partes de automovil
no fraudulentos y el 47% son «otros» partes no fraudulentos.

a) Hacer una tabla ordenando los datos anteriores y hallando el
porcentaje total de partes fraudulentos y no fraudulentos.

b) Calcular qué porcentaje total de partes corresponde a la rama de
incendios, cual a la de automoéviles y cual a «otros». Afadir estos
datos a la tabla.

c) Calcular la probabilidad de que un parte escogido al azar sea
fraudulento. ¢Cual sera, en cambio, la probabilidad de que sea
fraudulento si se sabe que es de la rama de incendios?

a)yb) Incendio | Automovil| Otros | Total
Fraudulento 6 % 1% 3 % 10 %
no Fraudulento| 14 % 29 % 47 % | 90 %
Total 20 % 30 % 50 % | 100 %
P(FnI1) 0,06

c) P(Fraudulento) = 0,1; P(F/I) =

1

P() 020

Extraemos una carta de la baraja espanola, si sale figura, extrae-
mos una bola de la urna l; en caso contrario, la extraemos de la urna
Il. Las urnas tienen la siguiente composicion:

Urna I: 6 bolas blancas; 8 bolas verdes.

Urna II: 6 bolas blancas; 3 bolas verdes; 5 bolas rojas.
Calcular las probabilidades de los siguientes sucesos:
a) La bola es verde y de la urna ll.

b) La bola es blanca.

El posible arbol es: 6/14

12/40 G e
8/14 o
6/14 e

28/40
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28 3 3

aP=—-Z-=
40 14 20

12 6 28 6 _3

P= —_ =
b) 40 14 40 14 7

En una empresa de transporte, la probabilidad de que se accidente
un camion es de 0,1. Si éste se produce, la probabilidad de perder
la carga es 0,95. Por otra parte, la probabilidad de perder la carga
sin que haya accidente es de 0,04. Calcular las probabilidades de los
siguientes sucesos:

a) Que habiéndose perdido la carga, no haya habido accidente.
b) Que no habiéndose perdido la carga, haya habido accidente.
Sea A = {hay accidente} y P = {se pierde la carga}

=—>(")
—>(A]
“E (o)

e
el
0,96 @

a) P(no A/P) = MCANP) 0.9 -0,04 ~ 0,275
B P(P) 0,1-0,95+0,9-004

by P/no P) = PANNOP) 01-0,05 0005
~ " P(hoP) 01-005+09-096

Un experimento consiste en lanzar un dado y extraer una bola de
una urna que contiene una bola blanca, dos rojas, una verde y una
azul.

a) Construye un espacio muestral apropiado a dicha experiencia
para calcular la probabilidad de obtener un nimero mayor que
tres y una bola roja.

b) Obtén dicha probabilidad.
Sea T = {obtener mas de 3} y R = {obtener bola roja}
El arbol que genera el espacio muestral es:

2/5

2
3/5

—_

P(TNR) =P(T) - P(R/T) =

N =
O N

2/5
7> 0]

3/5

®®E®
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El 6% de los coches de una determinada fabrica tiene defecto en el
motor, el 8% tiene defecto en la carroceria y el 2% tienen defecto en
ambos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que un coche tenga al menos un
defecto?

b) ¢Y la probabilidad de que un coche no sea defectuoso?
a) P=0,06 + 0,08 -0,02 =0,12
b)P=1-0,12=0,88

En una Universidad en la que sélo hay estudiantes de Arquitectura,
Ciencias y Letras, terminan la carrera el 5% de Arquitectura, el 10% de
Ciencias y el 20% de Letras.
Se sabe que el 20% estudia Arquitectura, el 30% Ciencias y el 50%
Letras. Eligiendo un estudiante al azar, se pide:
a) Probabilidad de que sea de Arquitectura y haya terminado la
carrera.
b) Nos dice que ha terminado la carrera. Probabilidad de que sea
Arquitectura.
a)PAnT)=0,2-0,05=0,01
P(ANT) 0,2-0,05

b) P(A/T) = = = 0,07
) PATD) P(T) 0,2-0,05+0,3-0,1+0,5-0,2

Un joyero compra los relojes a dos casas proveedoras. La primera
le sirve el 60% de los relojes, de los cuales el 0,4% son defectuosos.
La segunda le proporciona el resto, siendo defectuosos el 1,5%. Un
dia, el joyero, al vender un reloj, obsera que éste no funciona. Hallar
la probabilidad de que el reloj proceda de la primera casa provee-
dora.

~ 0,6 - 0,04 B
~ 0,6-0,04+0,4 0015

1

Alvaro, Belén y Carmen juegan un torneo de frontenis en el que cada
uno de ellos juega una partida contra cada uno de sus dos amigos.
Las distintas partidas son independientes y la probabilidad de que
Belén gane a Alvaro es 0,6 y de 0,8 si juega contra Carmen. La pro-
babilidad de que Alvaro gane la partida contra Carmen es 0,9.
Calcula las probabilidades de los siguentes sucesos:

a) Belén gana el torneo (las dos partidas).

b) Carmen sélo gana una partida.

c) Alvaro gana por lo menos una de las dos partidas que juega.
a)P=06-08=0,48

b)P=0,1-08+0,2-0,9=0,26

c) P =P(no ganar ninguna) = 0,6 - 0,1 = 0,06, luego la probabilidad de ganar
al menos unaes P=1-0,06 = 0,94
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Se tienen 5 bolas numeradas del 1 al 5. Si se escogen al azar dos de
ellas, ¢cual es la probabilidad de que el nimero mayor sea 3?

. 2 1
Casos favorables = 2; casos posibles = C5 5, =10; P = 10 = 5

En un instituto hay 60 alumnos de COU. De ellos 40 estudian Inglés,
24 estudian Francés y 12 los dos idiomas. Se elige al azar un alum-
no de COU, calcular la probabilidad:

a) Que estudie al menos uno de ellos.
b) Que estudie Inglés, sabiendo que ya estudia Francés.
c) Que no estudie ni Francés ni Inglés.

2 2 1 13
=—+=-—-==—
APIUF) = Z+o-p=
5 1
b)PUF) = = =2
o — 13 2
[ AF)=PIUF)=1- 2. =
OP(TAF) =PIUR) =1-PIUR =1- ===

Se lanzan dos dados. Si la suma de los puntos de las caras superio-
res es 5, hallar la probabilidad que en alguno de los dados salga un 2.

E={(1,4(4,1)(223@® 2} P===05

INJEN)

En un taller el 25% de los trabajadores son mecanicos y el 15% son
electricistas y el 10% tienen las dos especialidades. Se selecciona
un trabajador del taller al azar.

a) ¢Cual es la probabilidad que el trabajador seleccionado sea
mecanico o electricista?

b) Si se sabe que el trabajador seleccionado es electricista. ¢Cual
es la probabilidad de que sea mecanico?

c) Si se sabe que el seleccionado es mecanico. ¢Cual es la proba-
bilidad que sea electricista?

Mec no Mec Total
Elect. 0,10 0,05 0,15
no Elect. 0,15 0,70 0,85
Total 0,25 0,75 1

a) P(M UE) = 0,25 + 0,15 - 0,10 = 0,30
PMNE) 010 2

®) PME) =58~ =015~ 8
PMAE) 010 2
c)P(E/M):%=ﬁ=g
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Tema 13 LA DISTRIBUCION BINOMIAL

En el experimento de lanzar dos dados se considera la variable ale-
atoria «minimo de los puntos de las caras superiores». Se pide:

a) Obtener el espacio muestral del experimento aleatorio.
b) Definir los valores que toma la variable aleatoria.

c) Determinar su funcién de probabilidad.

d) Determinar su funcién de distribucion.

a){(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2), ... (6, 6)}
b) {1, 2, 3, 4, 5, 6}

<) X 123|458
11 1 7 5 1 1
Pr=x) | — | - | 2|2 |1 |1
36 4 36 | 36 12 | 36
0 six<i
Hsi1£x<2
36
i si 2<x<38
9
d) F(x) = 2—7 si 3<x<4
36
§ si 4<x<b
9
§si5£x<6
36
1 si 6<x

En el experimento de lanzar dos dados tetraédricos se define la
variable aleatoria «<suma de los puntos de las caras ocultas». Se
pide:

a) Obtener el espacio muestral del experimento aleatorio.

b) Definir los valores que toma la variable aleatoria.

c) Determinar su funcién de probabilidad.

d) Determinar su funcion de distribucion.

a) {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), 2,1), (2,2, (2,3) ... (4,4}
b) {2, 3,4,5,86, 7, 8}

O [ 2345 6] 7]s
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0 si x<2

l si 2<x<3

16

i si 3<x<4

16

§ si 4<x<b5
d)F(x)g

— s 5<x<6

8

E si 6<x<7

16

E si 7<x<8

16

1 si 8<«x

En una urna hay 3 bolas blancas y 2 negras. Se extrae una bola se
mira su color y se devuelve a la urna. Se hacen tres extracciones
consecutivas y se define la variable aleatoria «nimero de bolas
blancas que han salido».

a) Obtén el espacio muestral del experimento aleatorio.

b) Determina los valores que toma la variable aleatoria.

c) Determina su funcion de probabilidad.

d) Determina su funcién de distribucion.

a) {(n, n, n), (n, n, b), (n, b, n), (b, n, n), (n, b, b), (b, n, b), (b, b, n), (b, b, b)}
b) {0, 1, 2, 3}

<) o | 1

| w
olw| N

®[ =
@[

o |®

si x <
si 0<x<1
d) F(x) =

si 1<x<?2

si 2<x<3

= W|NN|= 0|2 O

si 3<«x

Se lanzan simultaneamente una moneda y un dado y se define la
variable aleatoria del modo siguiente:

Si en el lanzamiento la moneda sale cara, se asigna al resultado el
valor de la puntuacién del dado mas uno.

Si en el lanzamiento la moneda sale cruz, se asigna al resultado el
valor de la puntuacién del dado.
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a) Obtén el espacio muestral del experimento aleatorio.
b) Determina los valores que toma la variable aleatoria.
c) Determina su funcion de probabilidad.

d) Determina su funcion de distribucion.

a) {(c, 1), (c, 2), ... (c, 6), (+, 1), (+, 2), ... (+, 6)}

b) {1, 2, 3,4, 5, 6, 7}

2 1123|458 |6]7
1 1 1 1 1 1 1
Pr=x) | — = | =|=|=|=|=
12 6 6 6 6 6 12
0 s x<i1
lsi 1<x<?2
12
1 .
— s 2<x<3
4
isi 3<x<4
d) F(x) = ‘72
— si 4<x<b
12
§ si 5<x<6
4
Hsi 6<x<7
12
1 si 7<x

Calcula la media, la varianza y la desviacién tipica de la variable
aleatoria definida en el ejercicio 1.

u=91 _083 o2=197=295. 5-140
36 1296

Calcula la media y la varianza de la variable aleatoria definida en el
ejercicio 3.

nw=15 02=0,75

Hallar la funciéon de probabilidad y de distribucion de la variable
aleatoria «<nidmero de cruces» en el experimento de lanzar 6 mone-
das simultaneamente.

1 3 15 | 10 | 15 3 1
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0 s x<1

— s 0<x«<1

64
l si 1<x<2
64
n si 2<x<38
— s 3<x<4
32
ﬂ si 4<x<5b
64
% si 5<x<6
64

1 si 6<x

En una urna hay 4 bolas blancas y 6 negras. Si el experimento con-
siste en hacer cinco extracciones con devolucién, calcular la fun-
cion de probabilidad y de distribucion de la variable «<nimero de
bolas blancas».

% 0 1 2 3 4 5
P(; =x) | 0,07776 | 0,2592 | 0,3456 | 0,2304 | 0,0768 | 0,01024

0 si x<O0

0,07776 si 0<x<1
0,33696 si 1<x<2
F(x) =40,68256 si 2<x<3
0,91296 si 3<x<4
0,98976 si 4<x<b
1 si 5<x

Hallar la media, la varianza y la desviacioén tipica de la distribucion
de la variable aleatoria «<niimero de caras» en el experimento de lan-
zar 10 monedas simultaneamente.

nw=5 62=25 c=1,58

En una urna hay una bola blanca y 5 negras. Si el experimento con-
siste en hacer doce extracciones con devolucion, calcular la media
y la varianza de la distribucion de la variable «<niimero de bolas blan-
cas».

u=10; 62=1,67

Se tiene un dado correctamente equilibrado pero tres de sus caras
llevan el nimero 1, dos caras el nimero 2 y una cara el nimero 3. Se
lanza el dado y se considera la variable aleatoria que asigna a cada
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lanzamiento el nimero obtenido. Halla la funcion de probabilidad y la
funcion de distribucion de esta variable.

X 1 2 3 0 s x<1
P(x = x) l 1 l l si 1<x<?2
X 2
2 3 6 F(x) = .
— s 2<x<3
6
1 si 3<«x

Una urna contiene dos bolas blancas, tres rojas y cuatro verdes. Una
variable aleatoria y asigna un 1 si la bola extraida es blanca, un 2 si
es roja y un 3 si es verde. Halla:

a) la funcion de probabilidad y de distribuciéon de esta variable;
b) la media y la desviacion tipica.

X 1 2 3
2 1 4
Px=x) | = | = | =
9 3 9
0 s x«<1
2 si 1<x<?2
F(x) = g
— s 2<x<8
9
1 si 3<«x
u=2_900 5= [0 _o79
9 81

En una caja hay tres bolas marcadas con un 1 y cinco con un 4. Se
sacan al azar dos bolas simultaneamente y se suman los puntos.
Hallar la media y la desviacion tipica de esta variable.

w= 181 _ 575 o= 49O _ 190
28 112

Como en el ejercicio anterior pero suponiendo que las bolas se
sacan sucesivamente y reponiendo cada vez la bola sacada.

u=§=5,75: o= (13 — 9205

32

La variable aleatoria y puede tomar los valores 5, 6, 7, 8, 9y 10 con
probabilidades:

P(y =5) = 0,15 P(y = 6) = 0,12 P(y =7) = 0,21
P(y = 8) = 0,25 P(x =9) =0,16 P(y =10) = 0,11
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Halla: a) La funcion de distribucion y su grafica. b) La media, c) la
varianza y la desviacion tipica.

(0] si x<b

0,15 si 5<x <6
0,27 si 6<x <7
a) F(x) =10,48 si 7<x<8
0,73 si8<x<9
0,89 si 9<x <10
1 si 10 < x

YA

0,89 O

0,73 O

048

—O
0,27 O
0,15 F —O

ol 1234567891011 X

b) u =748
c) 62 =2,3696; ¢ = 1,5394

La funcién de probabilidad de una variable aleatoria es la de la tabla:
x | 4| 5|6 |7 ]|8]9]10

]

p; | 02{015]0,1 | 0,3 0,1 (0,05

Calcula

a) p(10)

b) media y desviacién tipica.
a) P(10) = 0,1

b) u=65; ¢2=345 c=1,86

Si el 5% de los cerrojos producidos por una maquina son defectuo-
sos, determina la probabilidad de que de 5 cerrojos elegidos al azar:

a) uno sea defectuoso;
b) como maximo haya dos defectuosos.

a) 0,2036 b) 0,9988
¥ sigue una B(5, 0,05) y con la tabla de la f. de probabilidad es:
a) 0,204 b) 0,999
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Una familia tiene 6 hijos. Si la distribucién por sexos es igualmente
probable, halla la probabilidad de que haya:

a) dos nilos como maximo;

b) al menos una nina;

c) al menos tres ninos;

d) al menos una nifa y un nifo.

a) 0,34375 b) 0,984375
c) 0,65625 d) 0,96875

% sigue una B(6, 0,5) y con la tabla se tiene:
a) 0,344 b) 0,984

c) 0,656 d) 0,968

A una reunion han sido convocadas 8 personas. Cada persona puede
acudir o no con independencia de lo que hagan las demas. Si la pro-
babilidad de que acuda cada una de las personas es 0,85, se pide:

a) probabilidad de que asistan todas;
b) probabilidad de que asistan mas de 6 personas;
c) probabilidad de que al menos asista la mitad.

a) 0,2725 b) 0,6572 c) =1

Un jugador de baloncesto tiene acreditado un 62% de acierto en sus
lanzamientos de dos puntos. Si en un partido lanza 15 veces a canas-
ta, ¢cual es la probabilidad de que logre, a) 10 puntos? (5 canastas);
b) al menos 5 canastas?; c) mas de 25 puntos? (mas de 12 canastas).

a) 0,0173 b) 0,9941 c) 0,0382

Un equipo de fatbol tiene 3/5 de probabilidad de ganar cada vez que
juega. Si se juegan 6 partidos halla la probabilidad de que gane mas
de la mitad de los partidos.

0,54432  y sigue una B(6, 0,6) y con la tabla es: 0,545

Una encuesta revela que el 20% de la poblacién es favorable a un
politico y el resto es desfavorable. Elegidas 6 personas al azar se
desea saber:

a) La probabilidad de que las seis personas sean desfavorables.
b) La probabilidad de que las seis personas sean favorables.

c) La probabilidad de que sean favorables a ese lider menos de tres
de las personas encuestadas.

a) 0,262144 b) 0,000064 c) 0,90112

¢Cual es la formula que da la probabilidad de que al lanzar 3 mone-
das bien construidas se obtengan x caras? Supongamos ahora que
se han lanzado 3 monedas bien construidas. Se pide:
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a) ¢Cual es la probabilidad de obtener 1 cara?
b) ¢Cual es la probabilidad de obtener 3 caras?

Py =x = (fjo,sx -0,563X = (‘30,53

a) 0,375 b) 0,125

El 85% de los alumnos que se presentan a las Pruebas de Acceso en
la convocatoria de Junio las aprueba. En relaciéon a un centro que
presenta 15 alumnos, se pide:

a) Determinar el nimero de alumnos que por término medio apro-
bara.

b) ¢Cual es su desviacion tipica?
c) ¢Cual es la probabilidad de que aprueben los 15 alumnos?
a) 12,75 b) 1,3829 c) 0,0874

Se lanzan cuatro monedas simétricas. ¢Cual es la probabilidad de
obtener al menos dos caras?

0,6875

El 20% de los espainoles lee ensayos. Al elegir 3 al azar y represen-
tar por x el nimero de los que leen ensayos es evidente que x puede
tomar los valores 0, 1,2 0 3.

Calcular las probabilidades de que x=0, x=1,x=2y x=3.
Calcular la media y la varianza de x.

P(x=0) = 0,512
P(x= 1) = 0,384
P(x = 2) = 0,096
P(x = 3) = 0,008
u=0,6; 62 =0,48

Juan encesta el 70% de sus tiros a canasta. En dos partidos lanzé6 10
tiros en cada uno. ¢Cual es la probabilidad de que en cada partido
enceste mas de 7 canastas? Razona si esta probabilidad es mayor,
menor o igual que la probabilidad de que entre los dos partidos
enceste mas de 15 canastas.

0,1465; 0,2375

Es mayor la probabilidad de encestar mas de 15 canastas entre los dos parti-
dos.

Si se contesta al azar un test de 8 preguntas con respuestas SI/NO,
¢ccual es la probabilidad de acertar mas de 52, ¢y la probabilidad de
acertar 3 0 4?

0,1445; 0,4922
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ELISA es el nombre de uno de los primeros test que se utilizaron
para detectar la presencia de anticuerpos del virus del SIDA en la
sangre. Con muestras de sangre contaminada con anticuerpos del
SIDA, ELISA da un resultado positivo (sefala la presencia de anti-
cuerpos) en el 99% de los casos. Si consideramos n = 10 unidades
de sangre contaminada.

a) ¢Cual es la probabilidad de que ELISA detecte todos los casos?

b) ¢Cual es la probabilidad de que escapen a la deteccion dos uni-
dades de sangre?

a) 0,9044 b) 0,0042

Se considera un hexagono regular H.
1. Se eligen al azar tres vértices distintos de H.
a) ¢Cual es la probabilidad de obtener un triangulo equilatero?

b) ¢Cual es la probabilidad de obtener un tridangulo isésceles no
equilatero?

c) ¢Cual es la probabilidad de obtener un triangulo rectangulo?
2. Se repite cinco veces la experiencia del apartado 1.

Sea y la variable aleatoria que toma por valor el nimero de trian-
gulos rectangulos obtenidos.

a) ¢Cual es el conjunto de valores tomados por y?
b) Determinar la funcién de probabilidad de %, su esperanza
matematica y su varianza.

1 3 3
1. a) — b) — c) —
)10 )10 )5

2. a){0, 1, 2, 3, 4, 5}

b) [ 0 1 2 3 4 5

P(x =x) | 0,01024 | 0,0768 | 0,2304 | 0,3456 | 0,2592 | 0,07776

n=3; 062=1,2

Se pintan las seis caras de un cubo de madera de arista 3 cm. Se
divide, con cortes paralelos a las caras de los cubos, en 27 cubos
pequeiios de arista 1 cm. Se meten los 27 cubos en un saco.

Se escogen al azar, sin devolucién, dos cubos del saco. Sea x la
variable aleatoria igual al nimero total de caras pintadas que pre-
sentan los dos cubos escogidos.

a) ¢;Qué valores toma y?

b) Hallar la funcién de probabilidad de y.
c) Hallar py c.

a){1, 2, 3,4,5, 6}
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b)

% 12 |3| 4|56
12 | 54 | 160 | 228|192 | 56
Pr=x | —| 0| — | == | =2 | 22
702 | 702 | 702 | 702 | 702 | 702

0 _ 408

C)u=4, o= ,|—=
)1 39

En el experimento de extraer una carta de una baraja de 40 cartas
se define la variable aleatoria que asigna el namero de la carta si
éste es menor que 5y el 0 a las demas. Determina:

a) Los valores que toma la variable aleatoria.
b) Su funcién de probabilidad.
c) Su funcién de distribucion.

a)o, 1,2 3,4
b) X 0 1 2 3 4
Px=x) | 6/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10
0 si x<O
6/10 si 0<x<1
7/10 si 1<x<?2
c) F(x) =P(yx < x) =
VRN =P <0=1g10 & 2<x<3
9/10 si 3<x<4
1 si x=>4

182
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Tema 14 LA DISTRIBUCION NORMAL

Utilizando la tabla de valores de la distribucién normal, calcular:

a) P(x=1,2) b) P(0 = % = 0,75)
c) P(x =-0,72) d) P(0,35 <y =<0,9)
a) 0,8849 b) 0,2734

c) 0,7642 d) 0,1791

Idem:

a) P(x = 2,06) b) P(y = - 0,23)

c) P(-2,3 =y =-0,38) d) P(-1,54 =y = 0,46)
a) 0,9803 b) 0,5910

c) 0,3413 d) 0,6154

Hallar x, si:

a) P(x = x;) = 0,9884 b) P(x = x,) = 0,3707
©) P(y = x;) = 0,2266 d) P(-1,24 =y = x,) = 0,7084

a) 2,27 b) -0,33
c) _0175 d) 0,9
Idem:

a) P(y = x;) = 0,9738 b) P(x = x,) = 0,1469
©) P(y = x,) = 0,9207 d) P(x, =% = 0,3) = 0,098

a) 1,94 b) 1,05
c) -1,41 d) 0,05

En una distribucion N(7, 4) calcula:

a)P(x=4) b) P(y =5,4)

c) PB=y=7,6) d) P(6 =y =10)
a) 0,2266 b) 0,6554

c) 0,4009 d) 0,1747

Si % sigue una distribucién N(15, 5) calcula a en los siguientes casos:

a) P(y = a) = 0,975 b) P(y =z a) = 0,2514

c) PM0 =y =a)=0,5113 d P(a=sy=19) =0,3674
a) 24,8 b) 18,35

c) 17,2 d) 14

Suponiendo que la probabilidad de nacer nifio o nifa es la misma,
halla la probabilidad de que en los 650 nacimientos habidos en un
hospital, nacieran:
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a) mas de 350 nifios

b) menos de 200 nifos

c) entre 300 y 400 nifos

N(325, 12,75) a) 0,025 b) 0 c) 0,975

Por el historial turistico de una regiQn se sabe que el 45% de los
turistas que la visitan son franceses. Este afio se espera que la visi-
ten 2000 turistas. Se pide:

a) ¢Cual es la probabilidad de que la visiten mas de 1000 franceses?

b) ¢Cual es la probabilidad de que la visiten menos de 850 france-
ses?

c) ¢Cual es la probabilidad de que la visiten entre 870 y 920 france-
ses?

d) ¢Qué nimero de franceses se espera que la visiten éste afio?
N(90,0, 22,25) a)o b) 0,0122 c) 0,7274 d) 900

La media y la desviacion tipica de un test pasado a un grupo de
estudiantes son 96 y 10 respectivamente. Hallar los resultados
reducidos (tipificados) de los estudiantes que obtuvieron los pun-
tos: a) 85; b) 104; c) 100.

a) -1,1 b) 0,8 c) 0,4

En una distribuciéon N(0, 1) hallar:

a) P(O=y=1,24) b) P(-0,37 =y < 0)
c) P(0,56 =y =1,62) d) P(lxl = 0,25)

a) 0,3925 b) 0,1443

c) 0,2351 d) 0,1974

Sea x una variable aleatoria que sigue una distribucién N(0, 1).
Determinar el valor de x si:

a) P(0 =y = x) = 0,4236; b) P(y = x) = 0,3669; c) P(x=y=2,5)=0,123
a) 1,43 b) -0,34 c) 1,13

Un equipo de fitbol ha conseguido en las ultimas temporadas unos
resultados que se han distribuido normalmente con una media de
23 victorias y una desviacion tipica de 6. Suponiendo que mantenga
esta tonica, hallar:

a) La probabilidad de que gane entre 22 y 27 partidos en la préoxima
temporada. y € [22,5, 26,5].

b) La probabilidad de que gane mas de 30 partidos. y < 30,5

Por ser el nimero de partidos ganados una variable aleatoria discreta, se intro-
duce el factor de correccion, resultando ser:

a) 0,2509; b) 0,1056
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La temperatura T durante el mes de mayo esta distribuida normal-
mente con media 21° y desviacion tipica 4. Hallar el nimero de dias
en que se espera haya una temperatura entre 19° y 23°.

0,383

Una moneda corriente se lanza 30 veces. Hallar la probabilidad de

obtener entre 17 y 22 caras usando:

a) La distribucién binomial.

b) La aproximaciéon de la normal a la binomial. Considera que y €
[17,5, 21,5].

a) 0,1727 b) 0,1795

El promedio de aciertos en el tiro a canasta de un jugador de balon-
cesto es del 73 por 100. Si lanza 200 veces, ¢cual es la probabilidad
de que enceste mas de 160 lanzamientos? Considera que y = 160,5.

N(146, 6,28); 0,0129

La duraciéon media de una clase se estima que es de 55 minutos,
con una desviacion tipica de 4 minutos. Calcula:

a) La probabilidad de que una clase dure mas de 1 hora.

b) La probabilidad de que dure entre 52 y 59 minutos.

c) La probabilidad de que dure menos de 49 minutos.

a) 0,1056 b) 0,6147 c) 0,0668

A partir de la tabla de la distribucién N(0, 1) obténganse, aproxima-

damente, intervalos con extremo inferior 0; 0,2; 0,4 y 1 que conten-

gan el 10 por 100 del area total.

a) ¢Como varia la amplitud del intervalo conforme su extremo infe-
rior se va alejando de la media?

b) Hallese el intervalo de amplitud minima que contenga el 10% del
area total.

Sin interpolar. [0, 0,25]; [0,2, 0,47]; [0,4, 0,69]; [1, 1,56]
a) Aumenta la amplitud del intervalo
b) [-0,13, 0,13]

Los resultados de una prueba objetiva de selecciéon pasada a 200
personas indicaron que la distribucién de puntuaciones era nor-
mal, con media de 60 puntos y desviacion tipica de 6 puntos.
Calcular cuantos examinados han obtenido una puntuacién entre
50 y 57 puntos, y cual es la minima puntuacién por debajo de la
cudl estan el 75% de los examinados.

P(50 <y =57) - 200 = 52,2 = 52 examinandos; 64,02 puntos

Una empresa instala en una ciudad 20 000 bombillas para su ilumi-
nacion. La duracién de una bombilla sigue una distribuciéon normal
con media 302 dias y desviacion tipica 40 dias.
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a) ¢Cuantas bombillas es de esperar que se fundan antes de 365
dias?
b) ¢Cuantas duraran mas de 400 dias?

a) P(x < 365) = 0,9429 = 18.858 bombillas;
b) P(x < 400) = 0,0071 = 142 bombillas

Suponiendo que las tallas de los adultos de un pais A siguen una
distribuciéon normal, con media 180 cm y desviacion tipica 5 cm y
que las tallas de los adultos de un pais B siguen una distribucién
también normal, pero con media 180 cm y desviacion tipica 15 cm,
contestar razonadamente en cual de los dos paises es mas proba-
ble encontrar adultos con talla superior a 195 cm, y donde es mas
probable encontrar adultos con talla comprendida entre 175 y 185
cm.

Es mas probable encontrarlos en B porque P(y = 1) > P(x = 3)

1 1
Es mas probable encontrarlos en A porque P(-1 <y <1)> P[—g <y < 5)

El peso de los adultos de una poblaciéon numerosa se distribuye
normalmente con media 65 kg y desviacion tipica 3 kg. Se eligen
dos individuos al azar. Calculando las correspondientes probabili-
dades, justifica que es mas probable:

a) Que cada uno de los individuos tenga un peso comprendido
entre 63,5 y 66,5 kg.

b) Que uno de ellos tenga un peso comprendido entre 62y 68 kg y
el otro tenga un peso no comprendido entre 62 y 68 kg.

La probabilidad de a) es 0,146689. La probabilidad de b) es 0,4333144. Es
mas probable b)

La estatura de una poblacion se distribuye normalmente con media
170 cm y desviacion tipica 6 cm.

Calcular la probabilidad de que elegido un individuo al azar tenga
media comprendida entre 158 y 182 cm.
0,9544

Los ingresos diarios de una empresa tienen una distribucion nor-
mal, con media 35 560 € y desviacion tipica 2 530 €. Justifica si es
o no razonable el esperar obtener un dia unas ventas superiores a
55 000 €. Calcular cuantos dias en un afo se espera obtener unas
ventas superiores a 40 620 €.

P(x = 55.000) = 0 = no es razonable esperar un dia con unas ventas supe-
riores a 55000 €.

P(x = 40.620) - 365 = 8,322 = se espera que 8 dias tengan unas ventas
superiores a 40620 €.
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Se sabe que las puntuaciones obtenidas al pasar un test siguen una
distribucion normal con media 210 puntos y desviacion tipica 0,6
puntos. Si se pasa ese test a 100 personas, ¢;cuantas de esas 100
personas deberemos esperar que obtengan una puntuacion entre
209 y 211 puntos?

P(209 <y <211) - 100 = 90,5 = se espera que 90 personas obtengan esa
puntuacion.

Juan encesta el 30% de sus tiros a canasta. En dos partidos lanzé
20 tiros en cada uno. Utilizando la distribucion normal: ¢cual es la
probabilidad de que en cada partido enceste mas de 7 canastas?
Razona si esta probabilidad es mayor, menor o igual que la proba-
bilidad de que entre los dos partidos enceste mas de 15 canastas.

La probabilidad de que en cada partido enceste mas de 7 canastas es

0,0542.

La probabilidad de encestar mas de 15 canastas entre los dos partidos es
0,1131.

Es mayor la probabilidad de encestar mas de 15 canastas entre los dos par-
tidos.

Se tienen muchos datos que siguen una distribucién normal de
media 20 y desviacion tipica 2. Calcula el porcentaje de datos que
superan el valor 23, y justifica que ese porcentaje es idéntico al por-
centaje de datos inferiores a 17.

6,68%
P(x=23)=P(Z=15)=1-P(Z<1,5)
P(xy =17)=P(Z<-15)=1-P(Z < 1,5)

El 10% de los articulos fabricados en una empresa de material cera-
mico tiene algin defecto. Obtén (utilizando la distribucion normal)
la probabilidad de que en un lote de 100 articulos hayan:

a) 10 defectuosos b) al menos 10 defecutosos
a) 0,135 b) 0,5675

La distribucién de la duracién de un embarazo en mujeres es apro-
ximadamente normal con media 266 dias y desviacion tipica 16
dias. Calcula:

a) La proporcion de embarazos con una duracion minima de 242
dias.

b) El nimero de dias para que la duraciéon del embarazo en el 20%
de las mujeres sea inferior a él.

c) El nimero de dias para que su duracién en el 50% de las muje-
res sea inferior a él.

a) 0,9332 b) 252,56 dias C) 266 dias
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El grosor de la cascara de los huevos que ponen las gallinas de la
Granja Ous Integrals es una variable aleatoria con distribucion nor-
mal de media 0,38 mm y desviacion tipica 0,03 mm.

a) Si se selecciona un huevo de dicha granja al azar, ¢cual es la pro-
babilidad de que su grosor se encuentre entre 0,35 mmy 0,39 mm?

b) ¢Qué valor de grosor sera superado sélo por el 10% de los hue-
vos de la granja?

a) 0,4706 b) 0,4184 mm.

Las peticiones de compra de la revista «El Cuore» en un kiosco tie-
nen de media 190 y una desviacion tipica de 25. ¢ Cuantos ejempla-
res de la revista debe encargar el duefio para satisfacer el 80% de
la demanda?

= 211 revistas

Las oposiciones a cierto Ayuntamiento constan de dos ejercicios.
El primero de ellos es un test de inteligencia, que consiste en 200
preguntas. La distribuciéon de aciertos sigue un comportamiento
normal, con media 125 y desviacion tipica 15. El Tribunal decide dar
paso al segundo ejercicio a los opositores que hayan superado 140
aciertos en el test. ;Cuantos opositores pasaran al siguiente ejer-
cicio, sabiendo que se han presentado 1500 opositores?

238 opositores
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