Matematicas

4
S
O
S,
E
U
G
0O

Rodolfo Esteave
Marib sl

@cci






(Guia Didactica |l

> o 9
o6 E S O
L&.woRa
wAa=-=>
S II

e%ew.mm
rOb [0)]
oooooo
tttttt
aaaaaa
AAAAAA

U) e:
N @, s
B e e
" /
(/\.1\\\ /a
T
S e
R Seses -
e e
D
4+
(O

3 010J2]|1Y>0q




Matematicas

Cica

ac

a D

L

2 bachillerato

©ES PROPIEDAD \
Rodolfo Esteve (

Maribel Deusa
Pascual Montesinos

Antonio J. Ramirez Cualquier forma de
reproduccion, distribucion,
comunicacion  publica o

Ernesto Veres
Editorial ECIR, S.A.

transformacion de esta obra
solo puede ser realizada con
la  autorizacion de sus
titulares, salvo excepcion
ISBN: 978-84-9826-533-0 prevista por la ley. Dirijase a
CEDRO (Centro Espaiiol de
Derechos  Reprogriaficos,
www.cedro.org) si necesita

Disefo de interior: Disefo grafico ECIR fotocopiar o escanear algin

Edicion: Editorial ECIR fragmento de esta obra.
Impresion: Industrias graficas Ecir (IGE) \ /

llustraciones: Diseno Grafico ECIR

Diseno e ilustracion cubierta:Valverde e Iborra / Diseno grafico ECIR

Villa de Madrid, 60 - 46988 - P |. Fuente del Jarro - PATERNA (Valencia)
GC(Q Tels: 96 132 36 25 - 96 132 36 55

Movil: 677 431 115
EDITORIAL Fax: 96 132 36 05

E-mail: ecir@ecir.com - http://www.ecir.com




indice interactivo. Situar el
cursor sobre el tema al que se <

desee ir y hacer clic. \

WN

N
=

SISTEMA DE ECUACIONES:

PROBLEMAS LINEALES .......ccccovtirmmmmmmnnnniiiincnnnennneennnnneeees 5
LTS 2 camnomanonnamononosnacanmnsnaaens00naaeaec000AaEae0000CAAEa0C0000s 7
D T R T TN T 1] e S R 10

EL TEOREMA DE ROUCHEFROBENIUS Y LA REGLA DE
(59471 37 cemoooonnnnaonmoonaanaoneocaanammee00eamnme00eaRaema00CaAIEa000CaaIEa00 12

VECTORES EN EL ESPACIO ......cccovvrrrrrmrmmmnnnnneeicisseneneneanes 13

L T A N s S S 15

PROBLEMAS METRICOS EN EL ESPACIO ......cccceeeeueruennnne 18

LIMITE DE UNA FUNCION........uuuueeereeeeeeerrssneesessssssssssnsnses 20

CALCULO DE LIMITES. CONTINUIDAD.......cccovvuvereeeeerennns 22

DERIVADA DE UNA FUNCION ......ccoceeueruereeerecnesaesaesanns 25

TEOREMAS SOBRE FUNCIONES DERIVABLES ................ 28

APLICACIONES DE LAS DERIVADAS:

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES ................ 31
CALCULO DE PRIMITIVAS ......ccceoeeueerecuesuesuesassassesaasasnssnns 37
LA INTEGRAL DEFINIDA. APLICACIONES ..........ccceuuuuuee. 40

)

NS



MAQUETACION1
Llamada
Índice interactivo. Situar el cursor sobre el tema al que se desee ir y hacer clic.





Tema 1 SISTEMAS DE ECUACIONES:

PROBLEMAS LINEALES

c) No tiene solucion

. a) Son equivalentes porque la primera ecuacién es
igual y la segunda esta multiplicada por 1.

b) Son equivalentes porque las dos primeras ecuacio-
nes y la tercera es la suma de las tres ecuaciones
del primer sistema.

.a)x=1; y=0; z=0
b) No tiene solucién
c)x=1;, y=0; z=-2

a)x=1; y=2; z=4
b) x=38; y=5; z=-8
c) No tiene solucion

w

1
. a)x=§; y=§ + A\ z=A

b) x=1-%; y==1+A; z=X
c) No tiene solucioén

.a)x=y=z=0
b) x=-\, y=k, z=1A
c)x=y=z=0

2 2
La)x=-——A y=-—N z=A

3 3
7
b) x= Ex; y=4N, z=A
5 20
=——>\,‘ =——)\,' =}\,
O x=—oghi V=g 2

. a) Si k=5, compatible determinado con solucion x = 2,

y=1
Si k = 5, incompatibles

b) Compatible determinado para cualquier valor de m,
con solucion x=-2, y=4-m,z=m-2

c) Si a = 0, compatible indeterminado con solucién
xX=y=2z=X\
Si a = -1, compatible indeterminado con solucion
x=ANy=0,z=»xA
Sia=0ya= 1, compatible determinado con so-
lucion x=y=2z=0

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) x—8y—-3z=0

b) x—2y+3z=0

c) 2x-y=0; 7x-z=0
d) 4x+5y+2z=0

No son equivalentes, pues el de la izquierda es in-
compatible y el de la derecha es compatible determi-
1 3

o 3
nado con solucion x= —, y= —, z= —
2 2 2

Si

a) Sistema compatible determinado de solucién x = 1,
y=2,z=3

b) Sistema compatible determinado de solucion x = 1,
y=1,z=1

a) Sistema incompatible
b) Sistema homogéneo compatible indeterminado de

solucién x = §x, y= E?», z=A\
2 2

a) Sistema homogéneo compatible determinado, so-
lucién trivial (0, 0, 0)

b) Sistema compatible determinado de solucién x = 4,
y=2

a) Sistema homogéneo compatible determinado de
solucion x=1,y=1,z=1

b) Sistema compatible determinado de solucion

2 .2 2 2
T3 T3 T3 T3
a) Sistema compatible determinado de solucion si a =
b=c
_(d-b)(c-d) _(d-c)(d-a)
““a-ob-a YT (b-o)b-a
_(b-d)(a-d)
“T (b-o)a-o)

Sino es a= b= c=> incompatible

b) Sistema compatible determinado de solucion x
=7,y=-3,z=-9,t=2

a) Sistema compatible determinado de solucion x = 2,
y=-1,z=-2,t=3

b) Sistema incompatible. No tiene solucion.

a) Sistema compatible indeterminado
x=28a-2, y=29:-4,
z=490 -7, t=120-3

b) Sistema compatible indeterminado
x=2-0+p, y=-a, z=0, t=0,5=0

Solucionario



19. 2) x= —3—7011}/= 42+10a,z=oc
11 11
6o + 1 1 3+ 2a
b) - 4 1 - _Ev - 4 1 =a

20. a) x=0a, y=2a-1; b) Incompatible

21. a) x=6, y=-1, z=5, t=7
b)x=z=t=0, y=2a

22. a)t=0 y t=1; b)t=0; c)t=1
23. a) Si a = 2 es compatible determinado de solucién

2-2b a+4b-6 b-1
X = ’y= 'Z=
a-2 a-2 a-2

Sia=2yb=1es compatible indeterminado de
solucion x=-2a, y=1+ 40, z=a

Sia=2y b= 1 esincompatible
b) Si a = 1 es compatible indeterminado de solucion
X=1—O(—[3, y=q, Z=B
Si a = -2 es incompatible
Sia=1y a=2es compatble determinado

24. a) Si a =5, incompatible
Si a = b, compatible determinado con solucion

3a-25 a2 -7a 3a2 - 25a

=725 VT 2a-5)'?" 2a-5)

b) Si a = 0, compatible indeterminado con solucién
X= y =Z= }\,
Si a = 0, compatible determinado con solucién
X = y =Z= 0

25. a) Si a = 1 compatible determinado de solucién

x=2+a; y=-1; z=-1
Si a = 1 compatible indeterminado de solucion
x=1-A-w y=h z=n

b) Si a = 6 sistema homogéneo compatible determi-
nado de solucién x=y=2z=0
Si a = 6 sistema homogéneo compatible indeter-

13 2

minado de soluciéon x =——A; y=——MA;z=A
25 25

26. a) a = —3. Compatible determinado
a = -3. Compatible indeterminado x = o, y = 2a,

Z=-0
b) Para todo valor de a, es compatible determinado
a
X = =Z= —
y 4

27.

28.

29. a

30. a

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

a) 10z+1=0
b) 8z+ 7t-15=0

a) 3x+y—-2z=0; b)x+y-z=0

x+32—7=0©x—1_y+1_z—2
y-z+3=0 3 -1 -1

b) 2x-5y—-4z=0

) 2x+y=0©x y z
x+z=0 1 -2 -1

5x1+7x2—x3=0
b) 2x1+3x2—x4=0

3 4
a) x==—, y=—, z=0
5 Y 5

b) Incompatible

a) Compatible determinado con solucién
31 37 11
= —, y = —, Z= —
36 36 12
b) Compatible indeterminado con solucion

o 2N + 11 _7»+1
T3 VT3

,Z= A

Alberto: 4 000 €
Bernardo: 6 000 €
Carlos: 7 200 €

Oro = 5632 gr.
Plata = 1833 gr.

a) x=y=22€
b) x=30€,y=18 €

c) No se puede saber el precio de cada localidad
pues el sistema es compatible indeterminado.

51 km/h y 45 km/h

a) para que las tres concurran en un punto a= -4 y
b=8

b) para que sean paralelas, no es posible

c) para que se corten en dos puntos a=-1y b= cual-
quier valor

ﬂm=2w+M+m

2 _ 4.
(2n2 + 3n + 1); B=M

A="
3 3



39.

40.

41.

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Para A tal que 66,6 < A < 85,71

Tema 2 MATRICES

Se han vendido de trigo: 382 -200 :
4 1. a) Por ejemplo (1 3 5)
cebada: M; mijo: A 70
b) Por ejemplo 07
162 000, 30 667 y 347 333 respectivamente 3145
. L . 107 1
a = -1 el sistema es compatible indeterminado ¢) Por ejemplo 47 03
a = —1 el sistema es incompatible
513 1
La solucién no es Unica. Por ejemplo:
123
x=2 d) Por ejempl
a) (x+y-z=-2 b)Solucién: Jy=-4+xr ) Por ejemplo 10 1 2
00
X-y+z=6 z=X
x=% 2. a)a,,=2enA, by,=4enB
X-y-2z=0 3 b) diagonal secundaria -8 y —1
c) {2x+y-z=0  d) Solucién: y=—% c) ABx2)y B(2x2)
x+2y =0 z=h (510 (5 -1

Si x es el nimero de Tm de arroz, y el de lentejas y z
el de garbanzos, se tiene:

0,15x + 0,3y + 0,4z = 160

0,2x + 0,3y + 0,35z = 165

0,2x+ 0,3y + 0,4z= 170
de solucion x = 200, y = 300, z= 100

b) La Anoy la B si es simétrica

123 1 365
c) Al=| 0 2 4|=(2j-1/) siendo (A) = (2j-1)
16 y 12 respectivamente -1 1 3
aal 1%, bal 3% ycal 10% 012
Bt ={1 0 1|=(lj-il) siendo (B) =1j-il
150 pasajeros el importe total, 300 el 20% y 50 el 2 10
50%
2 cajas de tipo A, 2 cajas de tipo By 1 de tipo C [ 2 -4)
5 -1
4. a) Al= | -3 2 B’=/ )
x=1, y=0, z=0 - -3 4]
Es posible transformarlo en compatible indetermina-
do cambiando la primera ecuacion por x + y—z= 1 (-5 1)
b) (-B) = \ _4}
7 400 €
A a 16 €/barril 1 33 1 1 -5
B a 20 €/barril 5. A+B=|4 -3 2|; A-B=| 2 -1 6
2 13 -2 1 1
432
39,21y 12 t t s
. 39, respectivamente
g P B-A=laopuestade A-B=|-2 1 -6
2 -1 -1

. Cuando naci6 el primero tenia 35 afos y cuando na-
ci6 el segundo 40 afos

Solucionario 7



1cm 3cm 7cm

Andrés( 9 5 2 )

6. a) Ventas de Enero = Juan 3 8 0
Lucas| O 0 0
Pedro\ 6 7 1

1icm 3cm 7cm

Andrés/ 5 2 3 )

Ventas de Febrero = Juun | 6 6 6
Lucas| 4 0 0
Pedro\ O 0 0
(14 7 5)
b) E+F= 9 14 6
4 00
6 7 1
(-4 -3 1)
c) F-E= 3 -2 6
4 0 O
-6 -7 -1

7. aya=-1, b=9, c=11, d=-1, e=1, f=18

G (271 8|1 4 1) (3 -5 14
"l 5 1) las 1 |6 -3 -2

[ -4 -5 0
s.to 13 -7J
210 17 -1
3 4 1 6 1 -1
9. A-B=|1 -6 1|; B-A=|11 3 0
3 3 -3 10 -3

10. a) 8; Db) 8; c) Si, sison Ay B matrices filas y co-

lumnas.
1 1 . .
11. A= 0 : B no tiene inversa
3 1
4 4
c-1_|5 1 -1
24 12 8
111
8 4 8
12. rg(A)=2 rg(B)=1 rg(C) =2
rg(D)=8 rg(E)=8 rg(F)=3

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20. X

21.

22,

23.

24, X=(2-4A 0] A

000
AB-BA=[000
000
1 -6
| (0 13 20) b)( . 4\
¥ lo -7 -4
13 4
6 -4 8
AB=|-3 2 -4|; B-A=12
3 -2

Las que lo tienen fuera de la diagonal principal

x=1, y=3, z=-1

(2 -2 1)

“l1 2 3

1n 1 -n 10 .
. = , luego son inversas
01 {0 1 01

Solucién general: X = (a —ga —Qa)

Solucién particular: X=(2 -5 -4)

A (01
1 -1

g1 cosa sena
-sen o cosa

C no tiene inversa

3 -1 -9
D'=|-2 1 6
0 0 1

[ O 4h-2 20 -1\
conAER
1-2\ -\ 0



25. Como A? =/ se tiene que:
4 4
2

sinespar A" =(A2)2 =/2 = |

-1 n-1

1

e
sinesimpar A" =(A2)2 -A=]

>

o
>
I
"
>
I
=
I
>

26. x=2, y=-3, z=2

27. 1Al = 4 luego A tiene inversa

3 1
A1—4 4=l 3 -1
o1 42 2

2 92

11 3
a4 11 3

x_| 4 4_1

3 7 4(6 14

2 92

28. a)X:( ); b) No

29. a) Que el nimero de filas de A sea igual al nimero
de columnas de By que el nimero de columnas
de A sea igual al numero de filas de B.

b)X=(1 -1 1)
-2 10

c) No

30. X= (1 1) , en general X = (Z :)

31. a) (1 O); b) Si

0 1
Lo1( 8 -1 o . (2 3)
32. A _4L—2 0 A 2A_k6 5}
155
33. A%_-|0 10
00 1
(2 1) (1 0)
3. A=140) B=11 9

35. X=(9 ”)

(-1 2) (1 0)
36. A= X=
L1 -9) lo 1)
37. B2=(2A-12=4A2 + |2 - 4AI=4A + | - 4A = |,
pues A2=Ae 2=

(1 0 0
38. A2= Lo _14 soJ
0 -9 19

39. Por induccion A" = 271 . A es cierta para n = 1,
A=A
202
paran=2, A2=2A=(000
202

la suponemos cierta para n y comprobamos que es
cierta para n + 1
AT A A=2n-T A - A=0m-1 A2=90-1.2. A=27. A
40. rg(A)=2; rg(B) =3
41. r(A)=2;r(B) =8
42. rg(A)=2; rg(B) =2

43. r(A)=2;r(B) =8

44. rg(A)=2; rg(B)=3

8 8 -8 11 -1
45. a) A3=2A2-|8 8 -8(=2%3-|1 1 -1
8 8 -8 11 -1

11 -1
b) A"=27[11 -1
11 -1

(2- 4%
5

1-7\
46. X = T conhER

47. a) (A-B+C)'=

wlo WA
olN oo

b) x = a, y = —2a siendo o cualquier nimero real

Solucionario
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48. x=| 7 7
5 19
14 14
-3 0
49. P=| 0 -2
2 3
6 4 2
51. X=[13 10 25
0 0 48
LA
2 2 2
1T 1 1
53, Al=| - —— -
2 2 2
i1
2 2 2
101
2 2
-1 1 1
6 3 6
0 0 1

C no tiene inversa

-2 3 1
D'=| 7 -8 -2
-3 4 1
100
55. AA=|0 10
00 1
9 -8 4
57. a) A2=2A-/=| 4 -3 2
-8 8 -3
17 -16 8
b) A4=| 8 -7 4
-16 16 -7
4 4 1 100
59, A2-|-3 -3 -1|; A3=|0 1 0|=/;
0 1 -1 00 1

A428 — (A3)142 .

Tema 3 DETERMINANTES

®

10.

11.

14.

15.

18.

.a)x=-2y x,=-18

a) 3 b) -1 c) 1

Propiedad 5; propiedad 6; propiedad 4

-2 11 -2 11
Menor de a;,,=| 0 -3 2 A,=- 0 -3 2|=-59
5 43 5 43
102
Menor de 855 =|-2 1 6|=A;; =-48
542
0 -4 2 0 -4 2
Menor de a,,=| 1 1 6, A,=- 1 1 6/=-90
-3 2 2 -3 2 2
6
a-(a-2)°
-22104

1-1
11
|AI=3, IBl=1, ICI=0, IDI =4

a)x;=1yx=4

=1y x,=-21

IAl=0, IBl=ab, ICl=4xyz, IDI=0

A lo es al serlo la segunda columna; Blo es al ser la
primera fila mdltiplo de 5 y la tercera multiplo de 2

. A por tener una columna de ceros. B por tener dos

columnas iguales.

x=1



19. Six=1 no tiene inversa, pues su determinante es nulo;

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

-4 -3 3
5 1 -3
si x = 3 la matriz inversa es Z 5 T
7 3 =5
4 2 4
1 0 -1 -3 -1 0
Al=|-2 -1 5| yX=|1 -1 -8
1 1 -8 -2 -2 2
[ 4 0 0)
A=| 540
10 9 8
A 3 1 s 3 -1
-1 3 1 3
x=§, y=l, z=0
5 5
5 3
= = 276
B=|4 af;|At-AN " =1
3 -1

m=2y m=-1
k=1-5 y k=145

(32 1)
A=L230
4309

— |Al = 0 luego es regular

X = 16 -32
-6 13

a) |2 8| | 2 8 |_|28],,,]28|.
24 100 [0+12:2 4+12:8 |0 4 28
28,18, .14 gl 2
04/ “jo4 01 |01
b) |5 30 20 164
6 912(=5-3|2 3 4|=
1-3 0 1-30
1 6 4
=152 3 4 |=
1+1 -3+6 0+4
164 164
=15(2 3 4{+15|2 3 4/=0+0=0
234 164

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

a) IAl=10x-8y + 2z; IBl=-x-4y + 3z
b) IA- Bl =-8
c)x=MA y=2\ z=3L VAER

a)x1=\/§,x2=—\/§ b)x=—§

c)x=—l d)x=415
2 1

a) -2 b) -18 c) —45 d) -6

a) (a+3) (a-1)°

b) 8x2 + 8y2 + 322 - 11xy— 4zx - Tyz
c) a* - b*

d) a2 d? + b2 e2 — 2abed + cf(ad - be)

A no tiene inversa por no ser matriz cuadrada

11 1
6 2 6
g1-|-2 1 1
6 2 6
7 1 1
6 2 6

C no tiene inversa porque ICl =0

A B LA R
(A-B)1= 1 2 =[21 .L1 1J=B—1 A-1
- 1 — 1] \2 2
5 5 2 2

3 4
Xx=—-,y=-—,2=0

5 y 5
(1 0)
Lo -1
ab-a)(d-c) (c-b)
2n—1
0
IAl=-3; IBI=ICl=38
S

2 Al

-3x -y -z Xyz
a) | 3 u v|=(-)x3|t uv|=-3x(-6)=18

3a b c abc

Solucionario
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52,

-2y x z Xy z
b) |[-2u t v|=-(-2)|t u v|=2x(-6)=-12
-2b ac abec
X z
c) t u v =

2x-a 2y-b 2z-c

Xy z Xy z
=2|t uv|+(-1)|t uv|=2x0-(-6)=6
Xy z abec
25
a) 15; b) —
) ) 3
x 14 4 Xyz
y 0 4=4x%102=1
z 1/2 12 113
a) —-12; 24
b) 1
" 1 1
c) No, pues |Ct|=ICl = —— = 3=~
lc-1l
(0,0,0)
1
6
(1 2 1) (-1 0 4)
a) | 0 -1 -1 b) O o | 11-2
1 0 2 10 4
-3 -4 -2
a) A3l-—1 (4% 1=] 6 7 4
2 2 1
b) X=(5 6 2)
0 -10
c) Al={1 21
1 10
[ 7 2 -2\
a) |14 4 -4| No tiene inversa
21 6 -6
[ 6)
b) 1 c) 7
1
-3

53.

54.

55.

56.

a) det(A) = -1; det(A?) =1; det(A+ /) =0;
det (/) = 1

b) Si, propiedad 10 de los determinantes

zZ =X

Basta desarrollar por los elementos de la primera fila

del determinante equivalente.

at111] [o1-ao00
1a1 1| |1 1
2 L PO TP
11ai1 |1 1 af
111a [1 1 1a

No existe tal matriz.

A=a%*-6a%3+12a2-8a=a" (a-2)°3

Tema 4 EL TEOREMA DE ROUCHE-

FROBENIUS Y LA REGLA
DE CRAMER

- rg(A)=3; rg(B) =3; rg(C) =3

a) Compatible indeterminado
b) Compatible determinado
c) Incompatible

d) Compatible indeterminado

18 y_5x-6 Lo
5"’ 5 '
_ -BA-9 y_23+7x
2 ' 2 '

a) x = conAER

b) x z=Ah conAER

a) No es posible
b) x=5; y=-1; z=6

rg(A) =2; rg(B) =1; rg(C) = 2; rg(D) =2
rg(A) = 3; rg(B) = 4; rg(C) =4

Sik=-6rg(A)=1ysik=-6rg(A)
Sik=x4rg(B) =1ysi k=6 rg(B)
rg(C) =2 Vk

Sik=8rg(D)=2ysik=8rg(D)=3

2
2



8. Sia=0061rg(A) =2
Sia=-1rg(B)=2; sia=0rg(B) =3.
SiA=1rg(C)=1;sia=-2rg(C) =2

Sia:%éQrg(D):S

9. a)Sia=161/2rg(A)=2ysia=161/2rg(A) =3
b) Si a = 1 compatible indeterminado; si a = 1/2 in-
compatible; si a = 1 6 1/2 compatible determinado.

c)x=1-Mk; y=-2N;z=»A

10. a=1; b=§; c=§.
29 29

11. a) Si m = 18 incompatible; si m = 18 compatible de-

terminado.
b) =__67;y=£;z=£’t=__27
22 1 2 1

12. a) Si k = 0 es incompatible; si k = -1 es compatible
indeterminado; si k = 0 6 —1 es compatible deter-
minado.

b) x=%; y=-1; z=-A

13. Sik=2,x=M\; y=-3\; z=-5B\;
sik=-1,x=Ay=0;z=A

14. a=1y b= 3 compatible indeterminado; a=1y b =
3 incompatible; a = 1 compatible determinado.

15. a) x=3; y=-2; z=-1
b)x=b+ay=b-a;z=ab

16. a) x=

17. a) x=1;y=1;z=1

18. a)x=§; y=0; z= —

b) x=2\r-3; y=4rL-9; z=A

19. a) x=Ay=4-Az=-1+A

1 2
X=\A y==-1+=\; z=-=A
b) Y 5 5

20.

21.

22,

23.

24,

25.

a)x=A; y=17n-7; z=5bh-2
b)x:k;y:Qk—g; z=-1

a) Si a = +4 incompatible; si a = +4 compatible de-
terminado.

b) x =0,6; y=-04;z= 1,26
a) m = =2 incompatible, m = -2 compatible determi-
nado.

5 6 3
b =—; =—; = —
) x 8 y 8 i 8

x=y=2z=0Y a

a) m= 1y n= 2 compatible indeterminado;
m =1y n= 2 incompatible;
m = 1 compatible determinado.

b)x=1; y=2; z=1

Si m = 2 compatible determinado; si m = 2 incompa-
tible.

Tema 5 VECTORES EN EL ESPACIO

. a) AB = (4, 2,-3); 5 = (4, 2, -3). Son equipolen-

tes porque tienen las mismas coordenadas.
b) F(01 _1! _3)

A(-1,-3,-1)
Es libre
Ligado

x=-1

(-2, 9, 6)
X=(3,20)

MA = MO + OA
MB = MO + OB
MC = MO + OC
MD = MO + OD

y como OA = -OC y OB = -OD, sustituyendo se
demuestra la igualdad

Solucionario 13
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

a) S(—L?'T) ; b) T(6,-12, 3)

Es isdsceles y no es rectangulo

(214
3 13
P 1- 15
a) No b)Si; a=-——b+-—-¢
2 2
o) Sid--2b+13 d) No
3 3

a) w=1U+V=(-113), por ejemplo

b) w = (1,0, 0), por ejemplo

oc)_('+|3}7+yf=6=>aU+B(U+V)+y(U+V+W/)
=(@+B+y)T+B+y)V+yw =0
Como 4, vy w son linealmente independientes
a+pP+y=0
B+y=0y=a=Bf=y=0=X,¥,Z son lineal
y=0

mente independientes.

A es ligado

1 37 8
1,3,1 =—-— 2,0,—3 - 012,_1 ___112v_3
(1,8,1) == (2,0,8) + (0,2, -1) - = (-1,2,-3)
B es libre
Cesligado (-1,3,4)=2(2,1,3)-(5-1,2)

a(1,-1,4,3) +p(2,1,3,2) +y(1,0,0,0) +

+9(0,0,0,1)=(0,0,0,0) =
a+28+y=0
-a+ p =0
4o + 3p =0
3a+28+y=0

=0a=pf=y=0=0=>

= son linealmente independientes

x=3

k=8ylarelaciones r==y+—Z2

N |
N —

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

31.

32.

33.

1
X=-—=
2
BA-(-119 | 55455
BC =(-2,2,0)
0((1,—2, 1) +|3(1! Ou _2) +Y(41 _11 1) = (O! Ol O) =

a+pf+4y=0
= -2a -y=0f =2a=pf=y=0=
a-28+y=0
= son linealmente independientes

Las coordenadas del (2, -1, 0) en la base B son
(l 1 l)

3'3'3
(l(—Q, 21 1) + ﬁ(11 31 _2) + Y(11 _41 6) = (01 01 O) =

p+ y=0
= 20+3p-4y=0; =2a=pf=y=0=>
a-28+6y=0

200 +

son linealmente independientes.

Las coordenadas del (-5, -5, 17) en la base B son
(3v _11 2)

!

x=1

AB -AC =1

a) 32 b) -8 c) 50 d) -80

a) 35 b) -189  ¢)-129 d) 130

a)0 b) % c) no es posible d) 5y -1
. a)2 b)i% c)% d) -1

a) % b) 1 c) 2,16 d) g

a) 107° 14 b) 61° 12' 19"

P-1+3+6

A =125°15"; B =35°15'51"; C =19°28' 16"



34. 28 .(AC A AD) = —44 = los cuatro puntos no son

coplanarios.
v=22
3

35.

tar alineados.

b) 1

Tema 6 RECTAS Y PLANOS

a) EA Té =(-2,0,0) = A, By Cno pueden es-

a. r: {P(0,-5,-1), i1 -2, 3)}

Fleo) o251

{P(%, %, o) ,G(0, 1, 1)}

@

r: =0 y A=1.La determinaciéon puntual es

{(Oi _51 _1)1 (11 _71 2)}
stA=0y A=1

., 2
La determinacion puntual es {(6, 3 0), 3,1, 1)}

~

A=0y A =1.La determinacién puntual es

(ENIEY

s: Ecuacion vectorial
(x, v, 2) = (<2, -1, =1) + A(O, 2, -6)

X=-2
Ecuaciones paramétricas y = -1+ 2A
z=-1-6\

t: Ecuacioén vectorial
(Xv y'l Z) = (_11 31 O) + >\'(1v 1v 1)

x=-1+A
Ecuaciones paramétricas y =3+ A
z=A

10.

11.

1.
BOUACON | (1 ), 2) = (1,8,-8) + 15,1, 6) | (x,%,2) = (0,~1,~1) + 18, 1,2) | (x5, 2) = (1,0,-8) + 10,8, ~4) | (x %, 2) = (1,8, 5) + M0, 1,0)
. . x =1+5\ x =3\ x=1 x=1
cuaciones
paramétricas y=38-% y=-1+A y =30 y=3+h
z=-5+6A z=-1+2\ z=-5-4\ z=5
Ecuaciones x-1_ y-8 z+5 x _y+1_z+1 x-1_y _ z+5 x-1_y-3_z-5
continuas 5 -1 8 3 1 2 o "3~ a o1 " o
Ecuaciones x+5y-16=0 x-3y-3=0 x-1=0 x-1=0
implicitas 6x—5z-31=0 2x-3z-3=0 4y+3z+15=0 z-5=0
2. r: 2x—3y+2=0}; S:x—y+1=0} 6. 8y-4z+16=0
22+3y-8=0 x-2+2=0 7. Pno pertenece al plano 8y—4z+ 16 =0
rr 2x-3y =0
X—2z+5=0 8. 3x+z-11=0
9. Ecuacion vectorial:
3. r: Ecuacion vectorial (x5 2)=01,5-2 + a2, -1,-1) + p(2, 5, 1)
(X,y,z)=(0,0,0)+7\.(1,1,—1) x= 1+20+ Qﬁ
X=A\ Ecuaciones paramétricas: y= 5 - o + 50
Ecuaciones paramétricas y = A z=-2-a +p
zZ=-\

Ecuacioén general: x—y+3z+ 10=0
Coincidentes.

Son paralelos distintos.

12. a) Se cortan en el punto (1, -1, -1)
b) Los tres planos son distintos y se cortan en una
recta.
13. Se cortan en el punto (2, 3, 0)
14. m= 3
4

15

Solucionario
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15.

a) Py Q no pertenecen, R si pertenece

b) Py R no pertenecen, Q si pertenece

c) Py Q no pertenecen, R si pertenece

16.
Ecuacion vectorial Ecuaciones Ecuaciones Ecuaciones
paramétricas continuas impliticas
X=2+A\
_ 4 -5=0
a)| (xy2)=(2-80+r1,-4-5 | y=-3-a | *¥=2_r+3_2z Y
B 1 -4 -5 5x+2z-10=0
7=
X =2\
3x-y=0
b)| (xy 2)=(0,0,0)+Ar2 6 -1) y =6 x_y_z x-y
N 2 6 -1 x+2z=0
7=
x =8+4A
_ - - 4 5x-76=0
o (y2)=(8093+r4-5-1) | y-g-s| | X=8_y=-9_2z-8 |2/¥
3.1 4 -5 -1 X+4z-20=0
7=3_
x=2 2 2 1 -2=0
d)| (xy 2)=(2 -2 1), + A0, 1,0 = _24+% Xoe_y*+e_Zz- B
g - o "1 "o ~1-0
x=1 x-1=0
o (y2=(1,1,-3+r0,01) | y=1 x=1_y-1_2z+3
z=-3+A\ 0 0 ! y-1=0
17. a) No porque C no pertenece a la recta 21. a) b= 3, laecuacion del planoes: x+ y—z-1=0
x-1_y _z+1 que pasa por Ay B b)a=1,b=2
-2 1 3
b) x+5y-z-2=0 22. a-b=1
18. a) 6x+ y+32-17=0 23. La ecuacién del plano que pasa por A, By C es
b) 13x+ 5y + 32z-33=0 x-ay z
c) 8x+ 13y + 11z-41=0 -a b 0|=0= bcx+acy+abz-abc=0
-a 0 ¢
19. a) Qsipertenece  b) R si pertenece ) o )
Sia=0;b=0yc=0, dividiendo por abc se obtiene
20 la ecuacion canonica.
Ecuacion vectorial Ecuaciones Ecuaciones Ecuaciones
paramétricas continuas impliticas
X=2+A\
_ 4 -5=0
a)| (xy.2)=(2-30+r1,-4-5 | y--3-al | X=2_¥*3_2 xry
B 1 -4 -5 5x+2z-10=0
7=
X =2\
3x-y=0
b = (0,0, 0) + A(2, 6, -1 - xX_y_=z
)| (xy 2)=1(0,0,0)+ A2 6, -1) y 6}7: 5" 5" 1 X +9720
7=
X =8+4\
_ - _ 4 Bbx-76=0
o (y,2)=6093+1r4-5-1) | y-o-ml | X=8_y-8 _ 2z-8 |2/
3-2 4 -5 -1 X+4z-20=0
7=3-_
x=2 2 2 1 x-2=0
d)| (xy 2)=(2 -2 1), + A0, 1,0) -2+ Xoe_yre_2-7 -
g - o 1 o 1=0
x=1 x-1=0
e)| (xy2)=0,1-3+1001 -1 x-1_y-1_z+8
z=-3+\ 0 0 1 -1=0




24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Un haz de planos paralelosa x—y + z=0

bex + acy + abz— abc = 0

a) El punto es el (2,2, -2)
b) x-y+z+2=0

a=-4, x-5y+3z+9=0

a)x-y+2z=0

b) 12x+ y+9z=0
c)x—-y—-z+2=0

d) x+ 28y-25z+20=0

a) se cortan en (-3, 2, -1)
b) se cortan en (1, 1, 1)
c) se cruzan

d) se cruzan

X+5y+2z-2=0

az2 (E 5 _1)
4 4 4 2

X =2\

y=-5

zZ=2-\

a) Sia=2y b=-2son coincidentes
Sia=2yb=-2secortan en (-1, 0, 2)
Sia=2y b=-2son paralelas
Sia=2yb=-2secruzan

b) Siempre son paralelas
Si a = -1 seran coincidentes y si

a = —1 son paralelas distintas

c) Si a=-2y b= 0 son coincidentes, en el resto de
las posibilidades se cortan en el punto (1, 1, 1)

Se cruzan sin juntarse.

a=2y b= 8 son paralelos
a= 2y b =8 son coincidentes

a = 2 se cortan en una recta

a) paralelas distintas
b) se cortan en una recta de ecuacion vectorial

(x, y,2)=(4,-17,0) + A (—%, g, 1)

La determinacion vectorial es:

(P(4, -17,0), ﬁ(—%, g, 1))

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47. a

c) son coincidentes
d) se cortan en una recta de determinacion vectorial

(Fl-g-30) 53]

Se cortan en el punto (5, -2, 3)

S5x-y+4z+7=0

x=1-0-33
y=1-2a
z=1+2

La recta es x=0, y = z= A, que pasa por el origen.

. 17
Sim= ? se cortan en una recta
. 17 .
Sim= — se cortan en el origen

Si k = 4 se cortan en una recta
Si k = 4 se cortan dos a dos en sendas rectas para-

lelas
a) Si k = -2 se cortan en una recta

. 1 . L ,
Si k= 3 no tienen ningun punto en comun

Sik=-2yks= % se cortan en un punto

b) v=(1,0,1)
Se corta con ren (—i §, _E)
99 9
(17 13)
Se cortaconsen | —,-—,—
7 77

Contiene a t

r esta contenida en a

l_i)
3" 3

(SRR

by rse cortan en (—

ces paraleloa r

1 1 -1
a) Se cortan en una recta pues 5 = ° = T

b) mx + ny + kz = m para cualquier valor de m, ny k

) X+y+3z+1=0
-2y +3z+1=0

Solucionario

17



48.

b) x—-by+12z+4=0
c) x+13y—-15z-5=0

1) Los planos 1° y 3° coinciden y se cortan con el 2°

2) Los tres planos son distintos y se cortan dos a
dos.

3) Los tres planos se cortan en un punto.

4) Los tres planos coinciden.

A

5) Los tres planos son distintos y paralelos dos a
dos.

6) Los planos 1°y 3° son paralelos y se cortan con el
2°.

7) Los tres planos son distintos y se cortan en una
recta.

49.

50.

51.

52,

53.

54.

8) Los planos 1°y 3° coinciden y son paralelos al se-
gundo.

x—-5y+2z-3=0
S5x-y-7z-3=0
a=-1, x-y-z+1=0
Si lo corta

a) k=4

b) x+2y-z+5=0

13x-7y+9z-38=0

Tema 7 PROBLEMAS METRICOS EN

EL ESPACIO

Vector director de la recta (3, 4, 2), vector director del
plano (2, -1, -1).

Como (3, 4, 2) - (2, -1, -1) = 0 = son perpendiculares
Todos los puntos de la recta son de la forma (-2 + 3,
4)\, 3 + 2\) para todo A € R.

Como 2(-2 + 3\) = 4L - (8 + 2\) + 4 =-3 = 0 = Nin-
gun punto de r pertenece a .

a) o = arcsen 2 = 56° 26' 33"

a) o =90° b) o = 44° 37' 58"

a) a = 90° son perpendiculares
b) a = 78° 25' 28"

c) o =72°27' 6"
0
g V74

74



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

221
4o 759
© 59
d= 3 555
15
d=3
x -1 _y_z
1 1 0
. . . 2 .
La minima distancia entre ambas, o es la distan-
. 1 1
cia entre los puntos (1,0,0) de r y (5, 5 O) de s.
a) arccos 2 80° 26' 22"
V145
b) 7 44° 26' 39"
arccos 9\/; =
c) 90°
d) arccos /i = 79°0' 24"
55
a) o =33°12' 34"
b) o = 35° 15' 51"
c) a = 90°
d) a=0°
e) a = 90°
) 1 35° 15' 52"
a) arcsen —— =
J3
b) 0°
17 86°38' 1"
c) arcsen \/@ =
8 1 [}
d) arcsen ,|—— = 6° 38' 51
597
14419
d((4,-1,1),Bx-y+3z-2=0)) = 1\/97
a) 3x+4z-3=0 b)d:%
(1,4,-7); d=2+14

18.

19.

20.

21.

22,

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

d= 26

Estan a la misma distancia del origen porque son pa-
ralelos y el valor absoluto de sus términos indepen-

dientes son iguales

d=22

3

4x+4y+4z-3=0

El vector director del plano (3, -2, 1) y el vector di-

rector de la recta (1, 2, 1)son perpendiculares.

d=+14
d= 651 =~ 9551
. (3,-2,4); d=+3
_ 3798 903
38
79 11/30
a)d_J; b) d= 30

dos planos; 2x-2y+2z=0; z=0

a) (1v 11_1)
b) 2x+ y+3z-4=0

C)d:ﬂ
42
d=c 2
3
d=-+6
x y-2 z-1
—=—= b) R(2, 2, 2
) o=t = ) R(2,2,2)
a) 183; b)3; ¢)7
1
a)x+y-2z=0 b)r=§
2x+y+z-2=0
a=1y el punto A(-1, 1, 0)
Solucionario
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

a)SiA=(1,1,7N),B=(0,1,1-N)yC=(1,-2, M),

AB y AC nunca pueden ser linealmente depen-
dientes (proporcionales).

b) A =§\/2+4x2 Y

V=3

a)x—-z+2=0

b) Se cortan en el punto (4, -1, 5) y por tanto no tie-
ne sentido hablar de la distancia entre ambos.

a) A(2,0,0), B(, 2,0, C(,0,2
b) (x, y,z) = (A, A, A)

o) d= 2
D=(0,80 6 D=(0,-70)

a) A(4a, —2a, a); Bl(a, -2a, 4a); C(4a, a, 4a);
D(a, a, a)

b) V=09ad
4 2 1
a) x—-y+2z-2=0 b) =, =, ——
) 4 ) (3 3 3)
26 8
dA m) =2 b A'(— 1, ——)
a) d(A, m) ) 5 5
mx-3y+7z+5=0 d(0 r:)—i
: ) Joo

- 3z-3=0
a)a=3ya=-3 b)r:{)“ry+ z

x+y-2=0

rrx=y=z
plano paralelo a & que pasa por B: x—y—-1=0

g2
2

a) Son perpendiculares b) 2x-z-5=0

a) Se cortan en un punto
b) Punto de corte (2, 4, -1), o = 60°

3
2
J6
a)d=7 b) x-y+2z+3=0

50. a) 1 b) % . No es rectangulo

51. a) Plano equidistantea Ay B: x+ y+ 2z=0

ooty
2 2

52. a) V6 b) V6

53. a) Se cruzan sin cortarse b) 2
54. 192 u.v.

55. a) El plano perpendicular a r que pasa por P es:
X+y-2z-1=0

s: y=-1
xX-2z=2
b) O(Ov _11 _1)
C) (_21 _1v _2)
56. a) a=1 py X1y _z+1

30 -13 -5

Tema 8 LIiMITE DE UNA FUNCION

1. a)2; b)3; ¢)0; d)No

2. a)

L
-4 83 -2 -1 0 1 2 3 47

o—1




b) lim f(x)=1 lim f(x)=-1 limf(x)=10

x—0% x—=0~ x—3 12. |[-1- —300, -1+ —300 ~ ]—1,003, —0,997[
c) No
d) No 13, 8-
3. Por ejemplo YA
L ) Lo 14. [ 10 | 100 | 1003 | 10003 ... = +o
Lo 1 / ‘ fo) | 3 [2072]1,004| 20007 ... - 2
l /0 Ly x | -10 | -100 | -997 | -9997 ... — -o
‘%/1_12 X fx) | 1,462 (1,932 1,993 | 19993 ... — 2
__QH,, a) 2
b) 2
4. lim f(x)=0; lim f(x)=+0; lim f(x)=-o
S x>t x>t 15.
lim f(x) = O; lim f(x) = +o0; lim f(x)=0
x—0 x—2 X—>+00
lim g(x)=-c; lim g(x)=+w; limg(x)=-1
X—>—00 x—-2 x—1
lim g(x)=-0; lim g(x)=-0; lim g(x)=0
x—2" x—2t X—>+®
5.
x [ 1 ]| 19 | 1,99 | 1,99..—2
fx) | 1 | 6,22 |6,9202| 6,992 ... = 7
X 3 2.1 2,01 2,001... = 2
fix) | 17 | 7,82 | 7,0802 | 7,008 ... — 7
lim x2-4l= lim [x2-4/=0= lim x2-4/-0
lim f(x)=7 x—-2" x—>-2% x—>-2
x—2
lim [x2 -4l = lim [x2-4l=0= lim|x2-4l-0
1 x—2" x—2+ x=2
6. a) 5; b) 10; c¢)-3

16. a)2; b)2; ¢)2; d)0; e)-1; f)no existe;

7. 2,998 < x < 3,002 91 h)2

17. Por ejemplo

10. [« [ 09 [ o099 [0999] 00999 ... - 1-
f(x) 3,9 3,99 | 3,999 3,9999 ... — 4
X 1,1 1,01 | 1,001 1,0001 ... — 1*
f(x) -0,1 | -0,01 [-0,001| -0,0001 ... = O
a) Si; b) No
11. Ve > 0 hemos de encontrar un d > O tal que si 18. a) % 7 b)0O; ¢)0; d)3
x-11<d = 3X+2—1‘<8
5 19. Si
3X5+2—1‘<£© _3<e©—s< X- <t 20. y=1
@—E<x—1<§©|x—1l<ﬁ=6 21. No
3 3 3

Solucionario



22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

k=700

Ve > 0 hemos de encontrar un k tal que si

x<k= Ax-1_ 2 <e
2x +1
4x -1 ‘ -3 -3
-2l<es e <g= <g=
2x +1 X +1 2x +1
+€ 3+¢
(puesto que 2x+ 1 < 0) = - Xx=k=-
£ 2¢
X 1 1,9 1,99 1,000 ... — 2
f(x) -0,333 | —-4,872 |-49,875|-499,875 ... — —x
X 3 2,1 2,01 2,001 ... — 2*
f(x) 0,6 5,122 | 50,125 | 500,125 ... — +x
a) Si (-»)
b) Si (+x)
a) +%; b) -} c) +

x=-2 y x=1

Vk < 0 hemos de encontrar un § > O tal que si

|x—1|<6= >k

(x =12

L>k<i>§>(x—1)2<i>|x—1|<\/§=6
(x =1)? k k

a) Yk > 0 hemos de encontrar § > 0 tal que si

3
1-0<x<1 = 2 < k
X_
3 3
21 <k < n <x2-1

pues k<O0yx2-1<0=

pues Va-b>a-b = 6=\/§

b) Vk > 0 hemos de encontrar un § > O tal que si

1<x<1+0 = > k

x< -1

3
x2 -1

3
>k©;>xz—1 pues k>0yx2-1>0

e1+3 52 —/1+§<x<‘/1+§<1+\/§
k k k k

pues va+ <\/;+\/E = 6=\/%

31. a)V; b)F; ¢)F; d)V

32. a) —»; b) +%; ¢)—0/+x

Tema 9 CALCULO DE LIMITES.

CONTINUIDAD
1. a) - b) +x C) + d) —=
e) 1 f) +00 g-» ho
i) -2 j) +oo k) O ) o
2. a) _% ; b) —o0; ¢) —o por la izquierda y +« por la de-

recha; d) e®/®

3. aV b) V c)F d) Vv

4. a) +x b) —oo c)0
d) 3 e) —»© f) +o
g) 0 h) 3

5. a) % b) 2v5 )0
d) +o0 e) +x f) +o

6. a) 1 b) 0 c)0
d) 0 e) +x

[SARNS)



¢) —o por la izquierda y + por la derecha;

a) —oo por la izquierda y + por la derecha

e) +o por la izquierda y — por la derecha

a) —; b) +0; ¢) 0; d) —o por la izquierda y +o por

f) —o0

d)o

C) +®

f) +o

c) —©

c) —©

. Sies continuaen x=3

8. a)+x; b)0; ¢c)1; d) +»; e) 1; ) 0O
9. a) 1 b) 0
d) 2 e) +
10. a)0 b) 1
d) 2 e) -2
11.
b) O c) +®
e) +© f) e3
12. a) +x b) +oo
4
d) e’ e) e’
13. a) +x b) 3
2
d) -2 e) 3
14. a) - b) 0
d) e° e) 0
15. a) ea b) 1
d ) +oo
3 e) +
1
16. a) +x; b) —;
) ) 5
1
d) ——; e) e3;
) 5 )
17. a) 1 b) —oo
5
-— d)5
o) 5 )
18. a) 0 b) 0
1 1
19. a) 5 b) 2
20.
la derecha.
21. a) +» b) 0
5 5
. fB)=—=; limf(x)=—=
22. 18) =51 Jimf)=5

23. Por ejemplo

24,

25.

26.

27.

28.

No es continuaen x=1nien x= —

Es continuaen x=2yenR

#(3) = lim %

2

x—=3 X -2

a) Continua

b) Continua

_g=0

Es co

ntinuaen x=0y en

[-3,2[. En R no es continua

YA
R AR A R
L Ly
-1 0 1 X

Solucionario 23



29.

30.

31.

32.

33.

24

c) Discontinua de salto finito. Salto 1

a) x = —3 discontinuidad de salto infinito

b) x = g discontinuidad de salto infinito

c) x = -3y x = 3 discontinuidades de salto infinito
2
d) x= 3 discontinuidad evitable. Verdadero valor 4
e) x = =8 discontinuidad evitable. Verdadero valor O
x = 3 discontinuidad de salto infinito

f) x =1 discontinuidad evitable. Verdadero valor %

g) x=-38; x=-1y x = 0 discontinuidades de salto in-
finito
h) continua en [-3,+%[

i) continua en ]-o, =3[ U [3, +[
a) Si; b) Si; ¢) No

En x = —1 tiene una discontinuidad evitable con ver-
dadero valor —1

YA
N
N I

of 1 2 3 X

Es discontinua en x = 1 y x = 2. Ambas discontinui-
dades son de salto finito de 2 unidades

a)x=1yx=-1
b) Es evitable la discontinuidad en x = 1. Verdadero

lor —
valor 2

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

Por ejemplo  yA

N o

a) Es discontinuaen x=0, x=1,x=2y x=

5
b)X—E

c) En x=0, salto 2; en x = 2, salto 1

d) En x = O es continua a la izquierda; en x = 2 es
continua a la derecha y los otros puntos no tienen
continuidad lateral

Si; No; Si; Si; No; Si; Si; No; No; Si

a) [-5,-4Ul-4,-2[Ul-2 -1[U]l-1,1[U[1,3[U
U 13, 4[ U [4, 5]

b) x=-4, x=-2, x=-1, x=1, x=3yx=4

c) En x = —4 salto -2; en x = -2 verdadero valor —1;
en x = 3 verdadero valor 2 y en x = 4 salto -2

a = 3. Verdadero valor %

a) R b) R R

d) ]-o, 5[ U 1-5, 5[ U 15, +oo[
e) -, =2] U [2, +=]

f) [-2, 2]

g) I-e, =1[ U ]-1, 8[ U ]3, +oo[
h) 1=, O[ U 11, +[

a=1, b=-2

El maximo absoluto en x = a y el minimo absoluto en
x=b.

a=M\y b=-\ paratodo A real.

a) En x = -1 no es continua, en x = 2 si es continua




44, f(x) = x® + x2 + x— 1 es continua en [0, 1],
signo (f(0)) = signo (f(1)). Entonces, por el teorema
de Bolzano existe al menos un ctal que f(c) = 0. ces
la raiz de la ecuacion x3 + x2 + x—1=0.

Tema 10 DERIVADA DE UNA FUNCION

1. a) f'(2) =3
(3]
c) h 9 =-4
2, a)f'(x) =6x+8

c)h'(x)=1+x

3. a)f'(x) =2x; R
b) g'(x) = 10x* + 12x3 - 6x2; R

c) h'(x) =3x2 + %; 10, +oo[
X

4, a) f'(x) = QX(\/; + 3x3) +(2+ xg)( L + QXQ)

2Jx
) 9'(x) - 15);/;
2x -3
R(x)=2Vx -5
o) h(x)=2(\x -5) + -
o —2x2-2x+6
5. a)f(x)_—(x2+3)2 ;

b) g'(x) = 5xx ; [0, +o0]

-5
hl = . 0
c) h'(x) QX\/; 7 10, +oo[

— 1 1
6. a)f(X)= X2 +(1+;)E’ ]O,+00[
1
‘(x)=—=-1, 10, +
b) g'(x) olx 10, +2o[

c) h'(x) =-12x3 + 3x2 + 40x-7; R

7. a) f'(x) = ;—f+x%; R - {0}

x-6
b) g' = —F—; ]0, +»
) g'(x) QX\/; 10, +oo[
, —x+2\/;.
C) h (X) = 2)(2\/; 1 ]Ol +OO[

8. a) y' = -1 n x
b) y' = 5(3x)%* (1 + In(3x))

[ 3x2(1+ x) \
" 3\x+1 3
c) y'=(2+x° 3.0 +1In (x +2))
1
- 2x+3 In (x2 + 3x))
1 (y2 % —
d) =+ 8x) Lx(x2+3x) x2

9. Es derivable en R
10. Es derivable en R

11. No es derivable en x = 4. La derivada por la izquier-
da es —4 y por la derecha 4.

12. a) a=2,b=-7
b) tangente: y = 13x- 13
normal: x+ 13y—-341=0

13. Recta tangente: 5x+ y—-22=0
Punto de corte (4, 2)

14. a) f'(2) =-2; b)g'(-2)=-6; c)h'(0)=0

15. a) t: y— 3x; n:y= %x
-1 27
b) t: y=5x+ 5; ny= —x-=—
)ty y=ex-%
-1 7
c)tiy= —Xx+—; ny=4x- —
)ty =~ y=4x-7

16. a) tangente: y=-2x+5
normal: x-2y+20=0
b) tangente: y = 2x + 1
normal: x+2y-2=0
c) tangente: y = -x
normal: x-y-2x=0

d) tangente: y = %x— 1+In9

normal: 3x+y-9-In9=0

17. (0,0)y (2, -2)

Solucionario
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26

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

L
QD
1
|
o
Z
o
(0]
7]
o
(0]
=3,
<
o
S
(0]
[0)
S
>
1
N

b) y' = 10x* — 28x3 + 6x - 1
c) y' =—15x* + 8x3 + 42x2 - 20x + 5

. 2

AT
b) y'=ﬂ—2x
2
c) y'=2(\/;—5)+2;/_;3
2
d) }"=3(X:—+5)2

e) y' =5x (x3+x2+ 1)* (8x + 2)
f) y'=8x(x2-1)3

2 3

Y=

b) ¥ = —o +ﬁ
6¢x 2

c) y'=gm/;

d) y' = 2xcos (x2 + 5)
e) y' = -3 cos? (x + 3) sen (x + 3)

f y,_cosx/;
2x
-2 10
< b Y
a) y=3 ) V' =30
) y-— Q y-—
Q) y'= -
2x/x (1= x2)W1- x*
R p— R
2(x + 5)x(x + 5) x4
1
a) y'=-—
X
b '_l_L
) 2x  ox
) '__—2
¢ = x(x+2)In10

25.

26.

27.

28.

x2 -1
, 1 2
e) = =
sen x cosx senx
oy - 2 _ 2
cos2x —sen?x COs2x
)y e —>
a) y=—2
(x-2)
x2 +2x
b) y'= X
)y (x +1?
o) y'= x -1
2)(\/;
-2
d ye—
(cos x — sen x)2
o) y' = cos(x+1) 3sen(x+1)sen(3x-2)
cos (3x -2) cos? (3x - 2)
, -sen x

hr= 24/2(1+ cos x)

) e\/x+2
a) y'=2e*¥+3 b) y'=
Y Y 2Vx -2
c)y'=-3""*-1n3 d) y' = 2x+ 3x2

e) y' = 2xcos (x2 + 1) — &5~
f) y=(*"-52%In5

a) y,=3(x+7)
2Vx+7
2
b) y'=
) 33(2x + 3)2
2 _
0 y,=(2x+3)(2x 3x +4)

(x2+1)\/x2+1

d) y' = 2 cos x3 cos(2x) — 3x2 sen x3 sen (2x)

°) y=xln2

. 2xsen (x? +3)

f =
)y cos?(x2 +3)
-5 , -1
1 = d y =
8y 2x3x ) xVx2 -1
b) ¥' X(2x* - 9) P —
= e =
3(x2 - 1) Vx2 -1 4 2x2 + 2x +1
. 3xsen 3x2 , -2

=2 =7 f =
0y V1- cos 3x2 )y V1-4x2



29.

30.

31.

32.

33.

34.

, 3
a) y'=—
X
, 3
b) y'=—
X
;1
o) y=—
X
2
d) y'=2XL(X+1)=2xctg(X2+1)
sen(x2 +1)
e) y' = cos (2x)
sen (2x)
fl y'=1+Inx
a) y'=log, x+ (x+ 2) - !
Y =109s xIn3
b) y' = 2xlog. x + x2 - !
y 95 xInb
c)y'=2lo + 2x -
)y G X+ X 2
d) y'=5%"% . |n 5-cos x
e) y'=(n2)*In (In 2)
f)l y'=In2
a) y' = 2x cos x2
b) y' = 2 sen xcos x
c)y'=0
d) y' = 6xsen? (x2 + 5) cos (x2 + )
e) y' =—(8x2 + 1) sen (x3 + x)

2

y=—2
Y cos? (2x + 1)

=2 (1+tg2 (2x+ 1))

a)y'=2"-In2-eX+2¥eX
b) y' = (6x—4) (1 + tg? (3x2 - 4x))
1

c) y=—F—
4 2xvx -1

X1y 1+ x) In(1+ x)

d) y'=(1+x)X[———]

X x2

sen x
e) y'=xse“[|nxcosx+ ]
X

f) y'=(Inx)* {In (In x) + L]
In x

a) y'=10*-In 10 + 10x°

b) y' =1
c)y' =7e¥
6x2 +1 1 1
a) y'= i b) y=re——i 0 y=—
Y 2x3 + x )y 2x(x +1) )y 2x

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

a) y'=;
(x2+2)In2
by ¥ =X
) (x2+1)In10
L
c) ¥y =
xInx

a) y' =7sen (1-7x)
b) y' = 3(8x - 8) cos (4x2 — 8x + 5)
c) y' =-sen (tg x) - (1 + tg? x)

,_61In(8x+1)
a ¥ 3x +1
b) y'=2|n2x+1
X
) y'_;
¢ (x2+x)In2

a) y' = (2x)1-% | -3In2x + 1-3x

b) y' = (sen x)*! [sen x - In (sen x) + x cos x]
c) y' =8908 4 x.3%08X. (—sen x) - In 3

o o2
y 2
In2
b) y'=
2Jx
c)y' =2

a) y'=x*(Inx+1)
1

b -
)y 2\/;\/1—X

1

°y= X2 - x)

P(-1,-8)

P(e, 0)

a) f'''(x) = 120x - 24
_-12 96 360

b) £(x) ¥4 x5 46

c) f'''(x) =eX—e*

Solucionario
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. 1-2x si x>0
46. f'(x)= .
1+2x si x<O
47. df(x) = dx
3) (1+ x)2

b) dg(x) = (26x cos(5x) + 5 sen(5x)) dx
__ =6 . __ 2
c) dh(x) = cos2(2x) dx 6(1 +1g (2x)))dx

48. AV = 0,003 m®

49. a) y+2ax-a?-1=0

b) A, a2 +1): B(a2+1,o)

2a
J2

a=_
c) 7

y=(1+\/g)x—M

50.
4

Tema 11 TEOREMAS SOBRE
FUNCIONES DERIVABLES

1. a) Porque no es derivable en ]a,b|
b) Porque no es continua en [a,b]
c¢) Porque no es derivable en ]a,b|
d) Porque f(a) = f(b)

2. x5=-1
3. No, porque no existe f'(3) y 3 € ]1,5]

4. f(x) cumple las condiciones del teorema de Rolle en
ese intervalo, por tanto, existe al menos un punto
Xy € 1n/3, 2n/3] tal que f'(xy) = 0.

7
5. k=7, xy= —\/g

. T
6. No porque no es continua en 5

7.

©

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Se cumple el teorema del valor medio o de Lagrange.

El I (1 E)
punto es el {51 7

a)

<Y

Xy = % No se verifica en el intervalo [-1, 2] porque
f'(x) y g'(x) se anulan simultineamente en x=0y x = %

2

Ina-Inb

14

3

lim S€N (7x) sen (12x) _ 21
x—0 x sen (8x) 2

sen (7x) sen (12x) 3

b x sen (8x) 11

xX—

a=-3, b= g
2

Por el teorema de Rolle ya que f(x) es continua en
[0, 1], derivable en ]O, 1[y f(0) = f(1) = k

No porque no existe f'(1)
Xy =2

Como es x = 0 entonces x2 > 0, luego lo propuesto
equivale a demostrar que

t
In(1+t)>ﬁ con t> 0 siendo t = x2
+

Aplicando el T.V.M. a la funcién f(x) = In(1 + t) en [0, 1],
que es derivable en ]0, t[ tenemos:

! (t - 0), es decir:

Inl+t)=In(1+0) =
1+,

In(1+1t) = con0<ty<t

1+t0



19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

1

doty<tes1+t 1+ > —
Cuando ty < tes 1 +1t,< +,uego1+t0 11
.t 1
asi: —
y 1+t 1+t

Por tanto: In(1 + t) > t cont>0
1+t

Otra forma de hacerlo, aunque no es lo que se pide, es

demostrando que la funcién f(x) = In(1+ x2) -

1+ x2

es estrictamente creciente en [0, +o[ pues su derivada
3
es Fi(x) = — 2
(1+ x2)2
Asi es f(x) > f(0) = 0 en [0, +oo[ y se verifica la tesis
en [0, +ool.

Andlogamente se probaria en ]-o, 0].

Sea f(x) = e*. Por el teorema del valor medio en el in-
tervalo [1, x] se tiene eX—1=¢e%. x= eX- 1> x
pues al ser x; > 1eseo>1=e">1+x

Sea f(x) = sen x. Por el teorema del valor medio en
el intervalo [x, x + h] se tiene

sen (x + h) —sen x=cos x, (x+ h—x)
con x< X, < x+ h.

Sea f(x) = In x. Por el teorema del valor medio en

1
el intervalo [1, 1 + x] se tiene In (1 + x) = S xcon
0

Xo>1=1In(1+x)<x

f(x) es continua en [-1, 2], derivable en ]-1, 2[ y
f(=1) = f(2) entonces existe, al menos, un x, € ]-1, 2[
tal que f'(x,) = 0.

J37 -4
3

Este x, es ~ 0,69

Consideremos la funcion f(x) = e¥ — x — 1. Se verifi-
ca que f(0) = 0.

Si la funcion tuviera dos ceros distintos, estos serian
0y x,, es decir, f(0) = f(x,) = 0y, por el teorema de
Rolle, existiria un valor x; €10, x,[ en el que f'(xy) = 0.
Pero f'(x) = e*—1 = 0 en ]0, x,[ y contradice el teo-
rema de Rolle, luego la hipétesis de que tuviera dos
ceros distintos es falsa.

La funcién es continua en [0, 2] pero no es derivable

en x = 1 pues f'(17) = f'(1*) luego no verifica las hi-
potesis del teorema de Rolle.

Ambas son continuas en [0, g] y derivables en

26.

27.

28.

29,

30.

]0, g[ . Sus derivadas se anulan en x = g, que no

. T , .
pertenecen al intervalo }0, 5{ . Luego si es aplicable

el teorema de Cauchy.

2(x = 1)

x+1

es estrictamente cre-

La funcion f(x) = In x—

. . I (X - 1)2
ciente en [1, +o[ pues su derivada f'(x) = ———
x(x +1)2

es positiva si x> 1.
2(x - 1)

Asi, si x> 1 es f(x) > f(1) = 0, luego In x >
x+1

si x> 1.

Aplicamos el T.V.M. a la funcion f(x) = 2\/; en [1, x]

o0x -2 (x-1)

Vo

Pero X__1>X__1 conx>1,

X 1
VXo

por tanto oJx -2 X1 luego oJx-251-+ y
X X

con x, € [1, x]

de aqui se deduce: 2\/; >3- 1 ,con x> 1
X

Si f(x) = \/; aplicando el T.V.M. en [15, 16], tenemos:

4-\15=—1_(16-15)  luego V15 =4-— y
2\/% 2o

como 15 < x, < 16 podemos tomar como valor extre-

mo x,= 16y asi V15 ~4— —_ ~3875

216

No, pues la funcién no es continua en x = 2

a) Aplicando el teorema de Cauchy a las funciones

f(x) =tg xy g(x) = xen [0, x] con 0 < x < g se

2
tiene: tgx—0=1+tg Xo > 1. Luego tg x > x si
x-0 1
T
O<x< —
=7

b) Aplicando el T.V.M. a la funcién f(x) = arctg x en
[0, A

arctg x =

con x; € [0, x]

(x-0)= —~
1

2 +X

0

2

+ X 0

Solucionario
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30

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

45.

Si damos a x;, los valores extremos del intervalo
[0, x] se obtiene:

X
<arctgx<x conx>0
1+ x2

X =2
° 9
R
°" 2
XA = E
° 4
El limite propuesto no tiene valor 4 para ningun valor

de a.

1
a) s b) 1
1
a) E b) —-
a)0 b) 5
2
a) % b) +o
1
a) 1 b) 3
a) e b)Ina-Inb
a) 3 b) 0
a)1; b)e

a) —% b) Vab

Aplicamos el T.V.M. a la funcién f(x) = cos xen [a, b]

cos b - cos a = -sen x, (b - a) de donde

cosb-cosa

-sen x, =
b-a

como -1 <-sen x, < 1 se

cosb-cosa
b-a
cosb-cosas<b-a.

tiene -1 < < 1 de donde:

La funcién es continua y derivable al ser polinémica y
ademas es f(0) = f(1) = a. Como f'(x) =3x2 -1, la

. 3
tesis se cumple para x = 3

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52,

53.

54.

55.

56.

a=b=1

1
a= —

3

1

lim (cosx +senx)x =e
x—0
2
Es continua y derivable en x= 2 cuando a=-2, b=4

a) 2 b) g
1 1

a) 1 b) -1
1

a) E

b) por la izquierda —, por la derecha +«

a) 0 b) 0

a) 1; b) -1



Tema 12 APLICACIONES DE
LAS DERIVADAS:
REPRESENTACION GRAFICA
DE FUNCIONES

1. a) Creciente b) Creciente
c) Creciente d) No es creciente ni decreciente

2. Su derivada es siempre negativa.

3. a) minimo en (-3, —4)

b) maximo en (1 - \/5,2—2\/5);

minimo en (1 + x/§,2+2\/§)

¢) minimo en ( "\3/2

d) minimo en (0, 0)

L 3
e) minimo en (-—, ——) 6. Creciente en ]-o, =3[ U ]2, +o[

. .. . Decreciente en ]-3, 2[
f) no tiene maximos ni minimos

Maximo en (—3, %) ; Minimo en (2, %)
4. a) concava en R. Minimo en (0, 0). Sin inflexiones
b) minimo (5, —60), maximo (-1, 48). Inflexion (2, —6)

) o ) 7. f'(x) = 156x2 = es creciente en R
c) convexa en |-, 3[, concava |3, +[. Sin inflexiones

d) minimo (-1, =8), méaximo (1, 3). Inflexiones en (0, 0), 8. a) Minimos en (0, 0) (12, 0), méaximo (6, 1296)
b) Minimo (1, —6), maximo (-2, 21)

( _3J3) ([ ~ 3J3)
(Vo= ) (=)

1
convexa -, _\/5 [uU]o, \/5[ : 9. a) Minimo (O, 0) b) Minimo (g, :)

céneava ]_\/5 OV ]JE' ol 10. a) Cdéncava en ]-o, —1[ U [1, +o[

Convexa en 1-1, 1]
Inflexiones en (-1, —4) y (1, 4)

b) Convexa en ]-o, —2[
Coéncava en ]-2, +x[
Inflexion en (-2, —6)

11. Por ejemplo:

A
b) YA

_ 4x +1
2x +6
,,,,,,,,,,,,,, 2,,,,,,,,,,,,,,,,

oy

3 /o X

12, f(x)= =x3—- =x2—-4x + 13

Solucionario { 31
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13.

14.

15.

16.

17.

'
1 >
>

o] M X

Debe ser creciente y convexa en [O, M] y con tan-
gente horizontal en x =M

x=50; y=400

Creciente en ]-o0, —1[ U ]1, +oo[
Drececiente en ]-1, 1]

Convexa en ]-o, O[

Coéncava en ]0, +o[

Maximo (-1, 0), minimo (1, —4)

En bajada [0, 20[; en alza ]20, 30]
Maximo absoluto en (0, 100)
Minimo en (20, 20)

a) D =R -{0, 4). Crece en }O,g[.

Decrece en -2, O[ U E 4[ U 14, +f
b) Horizontal: y =0
Verticales: x=0; x=4
- 8
Maximo 3 -1,6875
c) YA

__16
xi(x-4)

y

20

=Y

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

V= % km/h >~ 90,9 km/h

Se consumiran 8,97 /100 km, jsiempre que v = 0!

a) f(0) =10
b) Ent=1es f(1) = 10,5
c) No desaparece, se estabiliza en torno a 10

a) ay b deben tener signos iguales y ¢ puede tomar
cualquier valor

b) ay b deben tener signos opuestos y ¢ puede to-
mar cualquier valor

max (l,ﬁ) , min (3, =10)
3 27

1 1
Crece en }‘“’15[ U ]38, +x[; decrece en }513[

5 5
Convexa en ]‘wlg[ ; concava }51 +®

Méaximo en (O, 1)
Crece en ]-», O[; decrece en ]0, +o[
No tiene minimo

En (0, 0). Si es maximo relativo, pues, pese a que no
tiene tangente horizontal en x = 0, en las proximidades
de x = 0 la funcién toma valores menores que en x =0

a)a=-9, b=24 b) c=-18
a) x=-1
b) YA
y=x+l
X
2_77\
4
ol 1 X

a) creciente en ]-, 1]
decreciente en |1, +o]
maximo en (1, e)
minimo no tiene
asintota horizontal por la izquierda y por la derecha
y=0
asintota vertical no tiene
b) 2



28. a) YA 36. a) Maximo en (O, 1)
e-1 e-1
8 Minimos en (—1, —) y (1, —)
L e e
6 b) y = 1 por la izquierda y por la derecha.
5 -
A 37. a) creciente en ]0, +o[
| decreciente en ]-«, O
5 maximo no tiene
i minimo en (0, 1)
o concava en R
34 Ty asintotas horizontales y verticales no tiene
asintota oblicua en y = x
Y‘-\
51 20:
b) D(g(x)) = -, =2[ U ]2, +oo[ - )
) L fx)=x+e™~*
c) g(x) es creciente en ]2, +oo[ 15k
g(x) es decreciente en J-o, =2[ -
g(x) no tiene maximo absoluto ni relativo I
29. a) continua en ]-3, 1[ U ]1, 3[. En x= 1 hay una dis- 10?
continuidad de salto finito L
b) derivable en ]-3, O[ U ]0, 1[ U 11, 3[ I
c) YA St
s P S
L i 1 1 i 1 A _4 _2 O 2 4 X
3 0 O\ 2 3 X
ffffffffffffffff | T et b) Consideramos la funcién f(x) = x + e™, por ejemplo
77777777777777777 ol /—-\ B en el intervalo [0, 5], que es continua en dicho inter-
b valo y como f(0) =1 <4 < f(5) =5 + e ~ 5,007,
fffffffffffffffffff R ik et por el teorema de Darboux (tema 9) existe x € [0, 5]
77777777777777777777777777777777777 tal que f(c) = 4.
30. a=-1; b=3; c=-2 38. a) YA
fx) =x3-3x2+2x
31. Como D =]1, +o[y f'(x) = 5 entonces
X a—
f'(x) >0 VxeD 17
. ) N >
32. a) f(x) es creciente en ]-», 1[ U 17, +o[ -1 _(211 2 X
f(x) es decreciente en ]1, 4[ U 14, 7]
b) maximo en x= 1y minimo en x=7
c) En x = 4 si hay un punto de inflexién porque
f''(4) = 0 b) YA

33.

34.

35.

No tiene asintotas

Asintotas verticales:

x=-1; x=1

Asintotas horizontales: y =0

Asintota vertical: x =

-5

Asintota horizontal: no tiene

flx)=4x*-5x*+1

% 4

Vo 1

Solucionario ( 33
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I J
=~ =
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50.

51.

52,

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

YA
y=vx-2)x-1)

@]
[\e]
<Y

YA

A=25m2

El triangulo equilatero de lado 5 \/E m
El cuadrado de 16 cm de lado

El cuadrado de lado 4 cm

El cuadrado de lado 4 cm

o = 60°
Area = 600 V3 ~ 1039.2 cm?

b=10cm
40 . s
b= 3 my el tridngulo es equilatero

El rectangulo tendra 6 cm de base y 5 cm de altura y
el area sera 30 cm?

Base 4 y altura 8

Base cuadrada de 8 m de lado y altura 4 m
a) V= gx2 (12 - x)

b) 8cmy 4 cm

Base 4 cm y los lados iguales 3 cm

Base 5 cm y altura 10 cm

_ 2
200x (8n+4)x m?

100
m
T+ 4

a) A=

b) x=

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82,

83.

84.

85.

. 4cmy\/gcm

. 0,8 mde alturay 1,25 m de anchura

. Ellado del cuadrado del material de 2 € es de 15 cm

y el otro es de 10 cm.
(15, 15)

14 cmy 28 cm

5

x=2km

2-In4

Los dos trozos iguales y su valor es de 360 € cada
uno

a) A(x) = 300x — 2x2
b) Lado perpendicular 75 m y lado paralelo 150 m.
x=y=10cm

a) S= 17x? -~ 1200x + 40000
16

siendo x la base del

rectangulo
b) lado del cuadrado 50 m y base del rectangulo 0 m

a) Yl\
7 x2+y?2=50
6_
4
sk
ok
s
e %
Alx) = %\/200 - x2
b) x=10m
go V7
2
x=12m
Es un cubo de 20 cm de arista

5v2 cm
h=2r

r=14,7 cm, h= 29,4 cm



86. 2000y 1000 m

87. a) d =105 - 3612 + 24t + 5

b) d =105 km parat= — h

1
3

88. Tangente: x—y-3=0
Normal: x+y+1=0

89. Tangente: 3x—-4y—-16=0
Normal: 4x+3y-13=0

90. Tangente: y+1=0
Normal: x=0

91. P(0, 0) — normal 3x—y =0
Q(4, 2) = normal x+ 3y—-10=0
Se cortan en C(1, 3)

92, Tangenteen P: 5x-8y-9=0
Tangente en Q: 5x+8y-9=0
o = 64°

93. Tangente: 10x+y+2=0
Normal: x-10y+81=0

94. Tangente en P: 4x+ 13y—12=0
Tangente en Q: 4x+ 3y +4 =0

95. a=1,b=-1,¢=0

Tema 13 CALCULO DE PRIMITIVAS

1. Gx)=+x+3
2. Fx)=x3+3

3. a)lnlx2+31+C
c) —cos 2x + C

b) e+14+ C
d)sen (x2+ 1)+ C
e) —Inlcos xl + C

9x§/;
+c

4. a) 2

(1+x2+c

b)

W=

1
c)—gcos3x+c d)-Inl1-senxl+¢c

e)2Inlixl + ¢

g) 2V5+4x2 + ¢

f) 1 senx2 + ¢
2
h) %(1 +4x2W1+4x2 + ¢

i) %’rg(x2 +5)+c

s 2
5. a) M+C b) M+C
D) 2
3
o %Q*'th d)Inlsen xl + C
52x3+1
e) +C f) —cos e+ C
6Inb
x 3% 3X 4 ¢
6. a) -l

- + C -
N8  (In x)2 ) =% T16t°

7. a) xIn(x) =x+ C; b) (2-x?) cos x + 2x sen x + C

8. a)2InIx=3l+InIx2-3x+ 2+ ¢

x-1 x3
+—+X+cC

b) =In

1
2 x+1
1
c)Inlx-3l- 2 Inl2x+ 11 + ¢

d) gInI)(—1I+§InIx+2|—ZInIx+5I+c
9 9 9

e) 9Inlx—3l+ilnlx+2l+c
5 5

Hinlx=4l-Inlx=1l+¢c 6 In +cC
x -1
a) +3Inix+2l+c¢
X +2
h) —2In|x+3l—m+c
2(x + 3)2
4 3,2
9. a) F(X)=5L_4L X g, 848
4 3 2 4
4 3
b) F(x) =2 2 1,18
4 3 x 6
x3 2 3 7 97
Fx)="—-Z=x2_-Z24+ 4+ =°
o) Fl =g =X = e T 180
10. a) 10, +o0] b) F(x) = %_Qf_zzo
Solucionario
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

38

&) F(x) = (2ax + b1+ 52 4 @+ X+O) X

b) I=(x2+2x+ W1+ x2 4 C

192x3 +8x -9

F'(x) = 3x2 + 10x = f(x); F(x) = x2(x + 5) + 1

1 x +1
—In
2 x -1
1 x +1
P | origen la F(x) = — In
asa por el origen la F(x) Sl
3 2
F(X)=X_—X—+X—In|x|_§
3 6
x2 + 4x 1
a) In x + b - —— +c
3x3
a) BVx+2+C o) 3%x +C
a)—%ln lcos 2xI + ¢ b)_w

a) -3V4-2x2+C b) In Ix3 + 4x— 2l + C

2 _q\4 3
a)—u rc b) SeNX
48 3
3
a) 719 (7x) + C b) e i9x 4 C
6x2 0 —
) g O S U A Lk S
61In4 3
3x 3 4
a) e +x+C b) M+X+C
8 12
.0OX
a)th—X+C b) 3-2 v
In2

x2
a)InI1+xI+?_X+C

b) arctg e+ C

a) 2sen 2x+ ¢

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

a) 101+ x+C

a) _161—x2 P
2
1 2x
a) —arctg==+C
) 5 97
a)-38V1-x2 +¢
senfx

a) T+C

a)_l COS5X+C
5
a)2Inlx+ 11 +3x+ C

_7cos6x?

a
) 12

1

D-1 agasc
4

a) 2x+tgx+c

a) x-ctgx+ C

1
a) ~tgbx+c
)6gx

a) %(3x+2)m+c

a)In(nlixl) + C

—Inlcos x| + ¢

2
3(4x - 3)(1+2x)3
40

a) +C

(x2 - a2)3 - (3x2 + 2a?)

b)

15

——+x+C
2(x +3)2

3

b) LI
3

1
b) Eln x2+1)+C
b) 5 arc tg x + ¢
b) —In (cos x) + C

(x +1)*

b) 2

+C

1
b) - arc sen (2x) + C

b) lsen“x+c
4

b) —In (sen x + cos x) + C

b) x3~5 In (cos x) + ¢

1
- — 4
b) - 57 cos*(ex) + C

1

b) 7 sen (x2-5)+ C
! 2

b) Jarcsenx?+c

b) %(Inx)4+c

2COS X

In2

+C



44,

45.

46. a

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

cos®x cos3x
+c

5 3

sen X cos X X
=~ " +24C

a) b) eX(x-1)+ C

1

—————— —2cigx+c
sen x cos x

xcosx x-1
X +—senx|+C
2 2

a) e

b) %(senxcosx+x)+0=%sen (2x)+%+C

xsen(lnx) xcos(lnx
(nx)_xcos(inx)

a
) 2 2
b) sen (2x) X cos(2x) ve
4 2
2 2 3
a) —sen? x - cos x — 3 cos®x+ C

b) eX(x2-2x+2) + C

x2Inx x2
- +¢c
2 4

a) b) e*(x-2) +c

2 2
a) X?In\/1+x2 —%+%In(1+x2)+C

X

b) e2 (2x-4)+C

§In|x—7|—§ln|x—2|+c
5 5

lIn|x|+lIn|x—1|—§ln|x+2|+C
2 3 6

INx-2)2 Ix+4PB]+c=3Inlx+4l+2Inlx-2l + ¢

EIn|3)(—1|—2—X+C
9 3

3

§Inl2x+1|+2x —lx2—3x+c
2 3 2

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

67.

| X2 2 ks O -

(x =17
=x2+x-Inlx+2+2Inlx-1+C
3In|x—1l—w+c

a) Blnlx-2-4Inlx-1+—2+C
x -1
b) 3arctg x+Inl1 +x2 + C

a) x—arctg x+ ¢
%3
b) arc tg x + ry -x+c

2arc’rgx+C
3

b) éarc tg (ﬁx)+ c
4 2

a)

a) g arcsen (2x) + ¢

x -1

b) —In

+X+C

1
2 X +

a) In|x+1|—L+c
x+1

b) 1 arc sen (S—X) +cC
3 2

xIn (1 +x2) - 2x+ 2 arctg x

3,2
f(x)=X—+X——6x+ﬂ

3 2 4
%arctgx+2+C

Solucionario
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40

Tema 14 LA INTEGRAL DEFINIDA.

APLICACIONES
8
1. a) 3 b) 1 c) 2e2-2 d) %
2. 17
4
3. Puntos de corte x=-2 y x=4
Area = 36 u.s.
s 1m
3
5. Puntos de corte x=-1,x=0y x=1
Area = —
2
6. F'(x) =x €& F'(1)=e
7. Puntos de corte x=0, x= 2
Area = 8 u.s.
3
. Je -1
" oJe
9. Puntosde corte x=0,x=1,x=2
Area = 1 u.s.
2
10. In2
11. Puntos de corte x=0, x=3
Arca= 2 us.
2
1. 4+ 4\/5
15
13. a) Si a = 2 es compatible determinado
Sia=2y b= 1 es compatible indeterminado
Sia=2y b= 1esincompatible
et -e®-e+1
b) Area= ——5 —— Uus.
e
14. a) f(x) = lx3 -3x2 + S b) 27
2 2 8

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

a) (_3v O)! (3| 6)
9 45
b)S1=E; 82=?
) . 1
A=+va‘*-a-2+1-a lim A=—
X—>+00 2

a) Asintota oblicua y = x-2; S=1

b) S(a) =2 — ——
o

-2
c) Si. lim S(a)=2

X—>+00

N|—=

f'(x) = (x=2) (Bx+ 4)

_4
Creciente en ]— o0, ?[ U 12, +oof

-4 .
Decreciente en }—,2[ Area = %
3
12
2
4 2
f fdx=f 2x dx = 4 m?
092 0

A= [ (x® - 9x) dx — [2(x® - 9x) dx =

32

Area =36; V=2592x

11
a) y=x2-2x-3 b)g

a) F(x)=%sen 2x+10032x+4x+c
a 1
2 =0 - —

b) fo f(x) dx = 2m >

p(x) = —6x2 + 6x

137



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

Valor = % x 3000 = 10 €
YA
]_
032----= ‘
o 1 2 X
a) e=170,6 m b)v, = 426m
e2 - 2% +1
e
a) Negativa en 1, 2[ b) area =3e-7
72 - 21
8
2-2
a) %, c) 160,8 =
3
1000(e—-1) g
A=l
3
4
4
3
o 3 x
La primitiva es — +
al4 senx 1 \/5
) dx = —— =
O 1+tg?x 3 12
a) Fix) =x*+5x2+8x+6 b) /=38
YA
X

Puntos de corte x=0, x=2, x=4
Area = 4

44. 2¥4

45, a) f(x) =x2-2x-3
b) Puntos de corte x=-1, x=3

Area = 32
3
0
46, 18- - 09034
9
AY
3,
oL
1,
N/
-3 2 -1 0 1 2 37X

47. YA
y=x(x-1)(x-2)
2+
1_
ST 0 N2 S X
1_
Puntos de corte x=0, x=1, x=2
. 1
Area = —
rea 5
48. a) E; b) a= ﬁ
8 3

Solucionario
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